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 ماركوفيات
يصاافنا ف ك ير م  ا الاف ا اطبيقيةيا اط يةيا ى ح  س اااصاف ماا ل  ا اطيص يفا 

 اطعشصائيا اطتي تبمبع بفلخفميا اطبفطيا:

 

   

 

 

 ط يص يفا اطعشصائيا. خاصية ماركوفبتسىح هذه الخفميا 

ط يص ي اطعشااصائا ارف يرصك ى ح اط  ص  اب ففً ى ح ذطك يمك  ف تةسيم اطصااي ا اطةيف ااي

 الآتا.

 :Markov Process تعريف طوري ماركوف

𝑛 اااا  كااا  يرااا  طاااص ي ىشاااصائا  عياااح   t∈T{Xt}طااايكا  ∈ ℕ  يصكاااس

𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑛 ∈ 𝑇   اااااااااااااع 𝑡0 < 𝑡1 < ⋯ < 𝑡𝑛يرااااااااااااا   و

𝑦, 𝑥, 𝑥𝑛−2, … , 𝑥1, 𝑥0 ∈ ℝ اطعلاقا اطبفطيا محةةا:   تكصن 

𝑃(𝑋𝑡𝑛
= 𝑦|𝑋𝑡𝑛−1

= 𝑥,𝑋𝑡𝑛−2
= 𝑥𝑛−2, … , 𝑋𝑡1

= 𝑥1, 𝑋𝑡0
= 𝑥0)

= 𝑃(𝑋𝑡𝑛
= 𝑦|𝑋𝑡𝑛−1

= 𝑥) 

 ف يرصف.ى سئذ يسىح هذا اطيص ي بيص ي  

إن الاحتمالات المستقبلية لهذا الطوري العشوائي لدى حاضر معلوم مستقلة 

 عما يحدث في الماضي
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 تعريف دالة التوزيع الشرطية لطوري عشوائي:

ى سئذ تعةف ناطا اطبصزيع اطشااااةطيا  ذا        طص ي ىشااااصائا  عيح t∈T{Xt}طيكا 

 اطيص ي بفطعلاقا اطبفطيا:

𝐹𝑋(𝑡1, 𝑥; 𝑡2, 𝑦) = 𝑃(Xt2
< 𝑦|Xt1

= 𝑥) 

 تعريف الطوري الماركوفي المتجانس:

,𝑡1طص ي ىشااااصائا  ف يرصك   اكذا يرفن  ا  ك  ير         t∈T{Xt}طيكا  𝑡2 ∈ 𝑇  

𝑡1 ع  < 𝑡2  و ير𝑦, 𝑥 ∈ ℝ :تكصن اطعلاقا اطبفطيا محةةا   

𝐹𝑋(𝑡1, 𝑥; 𝑡2, 𝑦) = 𝐹𝑋(0, 𝑥; 𝑡2 − 𝑡1, 𝑦) 

طفةق  ي  ن ناطا اطبصزيع اطشةطيا مف سة   فم ت ماا اطز ا) ي ناطا اطبصزيع  بع ةا بف  

𝑡2بين  − 𝑡1 )اةط 

 مبرهنة:

 طص ي ىشصائا  ةيةا ذو تزايساا  سبة ا ومحةةفً ط علاقا الآتيا: t∈T{Xt}طيكا 

𝑃(𝑋𝑡0
= 𝑏) = 1    ; 𝑏 𝑖𝑠 𝑎 𝑟𝑒𝑎𝑙 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

 ى سئذ ايكصن طسي ف  ف ي ا:

 اطيص ي اطعشصائا ارعيح هص طص ي  ف يرصك. -1
𝑛طقيعا   ا  ك   ي ىسن -2 ∈ ℕ :ايكصن طسي ف 
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𝑋𝑡𝑛
= 𝑏 + ∑ (𝑋𝑡𝑚

− 𝑋𝑡𝑚−1
)

𝒏

𝒎=𝟏

    𝒑 − 𝒂. 𝒔 

 تمرين:

𝑡0طص ي  ف يرصك  ع  t∈T{Xt}طيكا  ≤ 𝑡 < 𝑎   طك𝑡 ∈ 𝑇  ى مفً  نa  ثفبت

𝑃(𝑋𝑡0محسن  ويرذطك تحةق اطعلاقا: 
= 0) =   اري صب بين ايمف إذا يرفن 1

 ي ذو تزايساا  سبة ا.هذا اطيص 

 الحل:
,𝑡1  ا  كاا  ذطااك طيكا    𝑡2 ∈ 𝑇   ع 𝑡0 ≤ 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑎   و يراا

𝑥1, 𝑥2 ∈ ℝ ا خفميا  ف يرصف( يريفيفا  يمك  ف  ن نكبب  ف ي ا (: 

𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2|𝑋𝑡1

= 𝑥1,𝑋𝑡0
= 0)

= 𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2|𝑋𝑡1

= 𝑥1) … (2) 

  ا كها  خةى  سب تعةيل ا  بمفل اطشةطا طسي ف:

𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2|𝑋𝑡1

= 𝑥1,𝑋𝑡0
= 0)

=
𝑃(𝑋𝑡2

= 𝑥2, 𝑋𝑡1
= 𝑥1, 𝑋𝑡0

= 0)

𝑃(𝑋𝑡1
= 𝑥1, 𝑋𝑡0

= 0)
 … (3) 
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𝑃(𝑋𝑡1
= 𝑥1, 𝑋𝑡0

= 0)

= 𝑃(𝑋𝑡0
= 0). 𝑃(𝑋𝑡1

= 𝑥1|𝑋𝑡0
= 0) … (4) 

 ( يمك  ف  ن نكبب:4( و)3( و)2( و)1الآن  ا اطعلاقفا اطسفبةا )

𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2, 𝑋𝑡1

= 𝑥1, 𝑋𝑡0
= 0) 

= 𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2|𝑋𝑡1

= 𝑥1,𝑋𝑡0
= 0) 

= 𝑃(𝑋𝑡2
− 𝑋𝑡1

= 𝑥2 − 𝑥1|𝑋𝑡1
− 𝑋𝑡0

= 𝑥1,𝑋𝑡0
= 0) … (5) 

𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2, 𝑋𝑡1

= 𝑥1, 𝑋𝑡0
= 0) 

= 𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2|𝑋𝑡1

= 𝑥1) ∗ 𝑃(𝑋𝑡1
= 𝑥1| 𝑋𝑡0

= 0)    … (6) 

 ساا  سبة ا  ى سئذ يمك  ف  ن نكبب:ط فترض كسً   ن اطيص ي ارعيح ذو تزاي

𝑃(𝑋𝑡2
= 𝑥2, 𝑋𝑡1

= 𝑥1, 𝑋𝑡0
= 0) 

= 𝑃(𝑋𝑡2
− 𝑋𝑡1

= 𝑥2 − 𝑥1) ∗ 𝑃(𝑋𝑡1
− 𝑋𝑡0

= 𝑥1) ∗ P(𝑋𝑡0
= 0) … (7) 

𝑋𝑡2( نلا ظ  ن ارب م 7( و)6( و)5بمةف نا اطعلاقفا )
𝑋𝑡1ا ارب م  ساابة  ى 

  

𝑋𝑡1ويرذطك 
𝑋𝑡0 ساابة  ىا   

𝑋𝑡2  وهذا اختراق لخفماايا  ف يرصف  ن  
 بع ق با  
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𝑋𝑡1
واااقب هذا ا ختراق هص اة اا ف ا سطا بذن هذا اطيص ي ذو تزايساا  ساابة ا   

يا اط           هذا اطيص ي غم  بمبع بخفماااا هذا اطب فقض يجب  ن يكصن  طا  يساا  ولإزا بزا

 ارسبة ا.

 نتائج:
نسب بج  ا اطبمةيا اطسفبق واربره ا اطسفبةا  ن اطيص يفا اطعشصائيا الحةيةيا       -1

𝑃(𝑋𝑡0ذاا اطبزايساا ارساااابة ا واطتي تحةق اطعلاقا  
= 𝑏) = ها  1

يفا           نس طيس ير  اطيص  يا وطكا اطعكس غم ماااا يي   ي   يفا  ف يرصا طص 

 اا ارسبة ا.ارف يرصايا تبمبع بخفميا اطبزايس

 بفطةكصع طبعةيل اطيص ي اطقصااصنا اربجفنس نجس  نس طص ي  ف يرصك. -2
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 تمرين:

 بجفنس ببزايساا  سااابة ا ى سئذ بين ايمف إذا يرفن    ف يرصفطص ي  t∈T{Xt}يكا ط

 هذا اطيص ي يبمبع بخفميا اطبزايساا اربجفنسا  م  ؟

 الحل:

𝐹𝑋𝑡−𝑋𝑠
(𝑥) = 𝑃𝑋𝑡−𝑋𝑠

((−∞, 𝑥)) = 𝑃(𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 < 𝑥)

= 𝑃(𝑋𝑡 − 𝑋𝑠 < 𝑥|𝑋𝑠 ∈ ℝ)

= 𝑃(𝑋𝑡−𝑠 < 𝑥|𝑋𝑠 ∈ ℝ) = 𝑃(𝑋𝑡−𝑠 < 𝑥)

= 𝐹𝑋𝑡−𝑠
(𝑥) 

جفنسااا طيص ي ىشااصائا اكنس اااي بج طسي ف  ن اطيص ي تعةيل اطبزايساا اربوبحسااب 

 ارعيح يبمبع بخفميا اطبزايساا اربجفنسا.


