
 

 

 

 

 

 

 

جزء الاستنتاج الرياضي والعلاقات والدوال حتى 

 الدالة الأسجة واللوغاريتمجة
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Mathematical Induction 

 

 

 

 

 

 

 

 



عتبر الاستنتاج الرياضي من الطرق الرياضية اليامة في اثبات صحة الكثير من النظريات والقوانين والعلاقات 
الرياضية التي تعتمد عمي مجموعة الأعداد الطبيعية )الأعداد الصحيحة الموجبة(. وقبل أن نستطرد في تقديم كيفية 

Piano’s axioms فرضيات أو مسلمات بيانوباستخدام طريقة الاستنتاج الرياضي سوف نقدم ما يعرف  التي  
 . وىذه الفرضيات تتكون من: توضح كيفية دراسة خواص الأعداد الطبيعية 

       بحيث   يسمى التالي )اللاحق( لمعنصر       يوجد عنصر آخر    عنصر  لكل -1

       ⇐      ىذا يعني

وىو ليس نالي لأي عنصر آخر في         الصحيح ينتمي إلي مجموعة الأعداد الطبيعية الواحد  -2
 , والواحد الصحيح ىو أول عناصر مجموعة الأعداد الطبيعية.   لجميع قيم      , أي أن  

من مجموعة الأعداد الطبيعية تحتوي الواحد الصحيح وتحتوي العنصر التالي لكل كل مجموعة جزئية  -3
 نفسيا.  عنصر فييا ىي المجموعة 

ذا فقط       يكون     لكل عددين  -4  .   إذا وا 

لاحظ أن الفرضية الثالثة ليا أىميو خاصو حيث تعتبر مبدأ )اساس( طريقة الاستنتاج الرياضي ولتوضيح ذلك سوف 
 نقدم المثاليين التاليين. بفرض أن لدينا المتتابعة التالية

                

 فيكون المجاميع الجزئية ليذه المتتابعة عمي الصورة

        

           

               

                  

 حد  استنتاج مجموع مما سبق يمكنا 

                 
 
 
            

؟ بمعنى آخر ىل لدينا ضمان     أن ىذه العلاقة صحيحو لجميع قيم والسؤال الآن ىل نحن نستطيع أن نأكد 
 أو أي عدد آخر أكبر؟       أو       أن ىذه العلاقة لاتفشل عند 



 من خلال الأمثمة في ىذا الفصل(.    )لاحظ أننا سوف نثبت أن ىذه العلاقة صحيحة لجميع قيم 

. ولاختبار ذلك  يمثل عدد أولي لجميع الأعداد الصحيحة الموجبة          مثال آخر, بفرض أن التعبير 
 كما يمي  سوف نعوض بقيم مختمفو لـ 

 عدد أولي    يساوي          فإن  التعبير      عندما 

 عدد أولي    يساوي          فإن  التعبير      عندما 

 عدد أولي    يساوي          إن  التعبير ف     عندما 

 عدد أولي    يساوي          فإن  التعبير      عندما 

 عدد أولي     يساوي          فإن  التعبير      عندما 

والسؤال مره آخرى ىل نحن متأكدين من صحة وكما ىو واضح أن التعبير صحيح وأن جميع النواتج أعداد أولية. 
 حيث     ؟ في الحقيقة ىذا التعبير غير صحيح عندما   ىذا التعبير لجيع قيم 

                          

 وىذا وكما ىو واضح ليس عدد أولي.

يحة بصفة عامة. لايعني أن العلاقة صح  نستنتج من دراستنا لممثال الآخير أن صحة العلاقة عند بعض القيم لـ 
وليذا السبب ولكي نبرىن النظريات الرياضية التي تتعمق بالأعداد الصحيحة الموجبة نستخدم طريقة الاستنتاج 

 بفرضية الاستنتاجالفرضية الثالثة لفرضيات بيانو والتي يطمق عمييا أحياناً الرياضى والتي تعتمد في الاساس عمي 
Induction axiom. :والتي يمكنا صياغتيا كما يمي 

 مجموعة أعداد صحيحة موجبة ليا الخواص الآتية   بفرض أن 

      ( أ)
      فإن      إذا كان   ( ب)

  تحتوي عمي جميع الأعداد الصحيحة الموجبة.  فإن 



. وحيث أن  ينتمي إلي         فإن   ينتمي إلي    نلاحظ من الخاصية )ب( أنو إذا كان مثلا العدد 
    فإن     حسب ىذه الخاصية. وىكذا.... ومن الخاصية )أ(   ينتمي إلي         فإن    

. وسوف نستخدم ىذه الفرضية  تنتمي إلي  جميع الأعداد الصحيحة الموجبةوىكذا.... ومن ثم فإن     وبالتالي 
 . Principal mathematical induction مبدأ الاستنتاج الرياضي)فرضية الاستنتاج( في برىان 

 ستنتاج الرياضي(لا)مبدأ ا :1.2 ظريةن

 . فإذا كان:  علاقة رياضية تتعمق بالعدد الصحيح الموجب    لتكن 

 صحيحة.    ( أ)
 .    يؤدي إلي صحة العلاقة    صحة العلاقة   ( ب)

 الأعداد الصحيحة الموجبة.  تكون صحيحة لكل   فإن 

 2.3ملحوظة 

 .      ثم نحاول أثبات صحة العلاقة    ىو فرض صحة العلاقة  (1.2)لاحظ الجزء الأول من )ب( في النظرية 

 وسوف نلخص طريقة الاستنتاج الرياضي بالخطوات الثلاثة التالية:

       نختبر صحة العلاقة أو النظرية عند بعض القيم الصحيحة الموجبة وذلك بالتعويض المباشر عن  -1
 .   نفرض صحة العلاقة عند  -2
)أنظر     اعتماداً عمي الفرض أن العلاقة صحيحة عند       نثبت أن العلاقة صحيحة عند  -3

 .(Induction hypothesis فرض الاستنتاجوىو ما يطمق عمييا  2الخطوة 

 .   ومن ذلك نستنتج أن العلاقة أو النظرية تتحقق وصحيحة لجميع قيم 

 3.3ملحوظة 

 لا تمثل يقيناً مطمقاً في اثبات صحة أو عدم صحة علاقة أو نظرية ما. 1الخطوة  -1
 الخطوات الثلاثة ضرورية وممزمة ولايمكن الاستغناء عن احداىا. -2



        ولكنيا غير صحيحة عند     يوجد بعض العلاقات الرياضية التي تكون صحيحة عند  -3
عمي الأقل. فعمي سبيل المثال نلاحظ أن العلاقة       لذلك يجب أن نختبر صحة العلاقة عند 

             الرياضية 
 

 
ولكنيا غير صحيحة     صحيحة عندما         

 .   وبالتالي تكون ىذه العلاقة غير صحيحة لجميع قيم     عندما 

وجب في جميع عدد صحيح م  لاحظ أن توضح طريقة الاستنتاج الرياضي,  التي الأمثمةسوف نقدم الآن بعض و 
 الأمثمة الآتية:

 2.3مثال 

 أثبت باستخدام الاستنتاج الرياضي أن

          
 

 
       

 :الحل

 نستخدم خطوات الاستنتاج الرياضي كالتالي:

       في الطرفين )الطرف الأيمن     وذلك بالتعويض عن     نختبر صحة العلاقة عندما  -1
 ( فنجد أن      والطرف الأيسر 

                                                                 
 

 
         

 

 
         

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 في الطرفين فنجد أن    وذلك بالتعويض عن     نختبر صحة العلاقة عندما  وبالمثل         

                                                    
 

 
         

 

 
         

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2

          
 

 
       

 أي نريد أثبات أن      نحاول أثبات أن العلاقة صحيحة عند  -3

                
 

 
                                                                            



                       

              
 

 
  من فرض الاستنتاج                                                                       

               
 

 
                  

وحيث أن     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

 4.3ملحوظة 

في المثال السابق والتي نريد أثبات صحتيا بالنسبة لمطرف الأيسر نحن لدينا الحد       لمحصول عمي المعادلة 
      )من فرض الاستنتاج( وبالتالي سوف يضاف إليو الحد التالي لو وىو     النوني في ىذا المثال ىو 

       ضاف ىو وبالتالي الحد الم   بعد فرض الاستنتاج ىو        ولمتوضيح اكثر, الحد النوني في مثال
 ومثال آخر إذا كان الحد النوني بعد فرض الاستنتاج ىو 

   
   فإن الحد المضاف ىو  

   
وىكذا. وبالنسبة لمطرف  

.    بـــ   وذلك بالتعويض في الطرف الأيمن في المعادلة الأصمية عن كل الأيمن يمكن الحصول عميو بسيولة 
  الأيمنففي المثال السابق لدينا الطرف 

 
 نحصل عمي    بـــ   وباستبدال كل        

 

 
     (       )  

 

 
           

لمطرفين,       يضاف       لمطرفين ففي المثال       أو بطريقة أخرى اضافة الحد الذي ترتيبة 
 لمطرفين وىكذا ....       يضاف       وفي مثال 

 3.3مثال 

 أثبت باستخدام الاستنتاج الرياضي أن

              
 

 
             

 :الحل

 :   نختبر صحة العلاقة عندما  -1
                                                            

 

 
            



 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

                                                      
 

 
            

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2

              
 

 
             

 أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -3

                     
 

 
                 

                            

               
 

 
  من فرض الاستنتاج                                                                     

               
 

 
     [              ] 

               
 

 
     [        ] 

               
 

 
                        

وحيث أن     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

 35.ملحوظة 

 يمكنا كتابة المثاليين السابقين عمي الصورة التالية:

  ∑ 

 

   

 
 

 
                                          ∑  

 

   

 
 

 
             

 حيث أن



∑ 

 

   

                   ∑  

 

   

                

 34.مثال 

 أثبت باستخدام الاستنتاج الرياضي أن

∑  

 

   

 
 

 
          

 :الحل

 :   نختبر صحة العلاقة عندما  -1
                                                            

 

 
           

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

                                                      
 

 
           

 .   اويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما الطرفان متس         
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2

∑  

 

   

 
 

 
          

 أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -3

∑  

   

   

 
 

 
              

       ∑  

   

   

 ∑  

 

   

        

               
 

 
  من فرض الاستنتاج                                                                  

               
 

 
       [         ] 



               
 

 
       [       ] 

               
 

 
                     

حيث أن و     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

 5.3مثال 

 باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت أن

 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

       
 

 

   
 

 :الحل

 :   نختبر صحة العلاقة عندما  -1
       

 

   
 

 

 
                                                             

 

   
 

 

 
 

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

       
 

   
 

 

   
 

 

 
 

 

 
                                        

 

   
 

 

 
 

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2

 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

       
 

 

   
 

 أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -3

 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

       
 

 

           
 

     

     
 

       
 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

       
 

 

           
 

               
 

   
 

 

          
  من فرض الاستنتاج                                                  



               
        

          
 

       

          
 

               
      

          
 

     

     
        

وحيث أن     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

 6.3مثال 

 باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت أن

 

  
 

 

  
 

 

  
إلي   حداً       

 

      
 

 :الحل

في ىذا المثال وقبل أن نستخدم خطوات الاستنتاج الرياضي نوجد أولا الصورة العامة لمحد النوني لمطرف الأيسر في 
 العلاقة المعطاة والذي يأخذ الشكل 

      
 وبالتالي فإن العلاقة يمكنا كتابتيا عمي الصورة  

 

  
 

 

  
 

 

  
   

 

      
   

 

      
 

 الاستنتاج الرياضي كما سبقوالآن نبدأ في استخدام خطوات 

 :   نختبر صحة العلاقة عندما  -1
       

 

  
 

 

   
 

 

 
                                           

 

      
   

 

    
 

 

 
 
 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

       
 

  
 

 

  
 

 

   
 

 

     
 

 

 
   

         
 

      
   

 

    
   

 

     
 

 

 
 

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -1



 

  
 

 

  
 

 

  
   

 

      
   

 

      
 

 أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -2

 

  
 

 

  
 

 

  
   

 

      
 

     

      
   

 

      
 

       
 

  
 

 

  
 

 

  
   

 

      
 

     

      
 

                 
 

      
 

     

      
  من فرض الاستنتاج                                                  

                 
         

      
   

 

      
        

وحيث أن     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

 7.3مثال 

 باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت أن

(  
 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
)      

 :الحل

 :   نختبر صحة العلاقة عندما  -1
         

 

 
                                                 

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

       (  
 

 
) (  

 

 
)     (

 

 
)                                            

 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2

(  
 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
)      



 أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -3

(  
 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) (  

 

   
)      

       (  
 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) (  

 

 
) (  

 

   
) 

                    (  
 

   
  من فرض الاستنتاج                                                  (

                    (
   

   
)             

وحيث أن     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     العلاقة صحيحة لجميع قيم  , إذاً    العلاقة صحيحة عندما 

 2.7مثال 

 صحة المتباينة الآتية باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت

        

 :الحل

 لاثبات صحة المتباينة سوف نتبع ونطبق خطوات الاستنتاج الرياضي كما في الأمثمة السابقة

 :   عندما  متباينةنختبر صحة ال -1
                                                                      

 .   متباينة صحيحة عندما الالطرفان متساويان وبالتالي فإن          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

                                                                      
 .   متباينة صحيحة عندما الفإن  الطرف الأيمن أكبر من الطرف الأيسر وبالتالي         

 أي أن    نفرض صحة المتباينة عند  -2

        

 أي نريد أثبات أن      متباينة عند النثبت صحة  -3

                                                                                                                                     



 في المتباينة المعطاة.      بـالقيمة    بالتعويض عن كل       لاحظ أنو تم الحصول عمي المتباينة 

                 

  من فرض الاستنتاج                                                                         

  حيث                                                                                                      

                               

,    متباينة صحيحة عندما الوحيث أن     بفرض صحتيا عندما       متباينة صحيحة عندما لا
 .   حيث     متباينة صحيحة لجميع قيم الإذاً 

 2.8مثال 

 صحة المتباينة الآتية باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت

                           

 :الحل

 :   عندما  متباينةنختبر صحة ال -1
                                                                              

 .   متباينة صحيحة عندما الالطرفان متساويان وبالتالي فإن          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

                    
  حيث    دائما موجب                                                                        

 .   متباينة صحيحة عندما الفإن  الأيمن أكبر من الطرف الأيسر وبالتالي الطرف         
 أي أن    نفرض صحة المتباينة عند  -2

                           

 أي نريد أثبات أن      متباينة عند النثبت صحة  -3

                                   
                            

  من فرض الاستنتاج                                                                            



                           
                            

  حيث أن   عدد صحيح موجب    دائما موجب                                                

,    متباينة صحيحة عندما الوحيث أن     بفرض صحتيا عندما       متباينة صحيحة عندما لا
 .   حيث     متباينة صحيحة لجميع قيم الإذاً 

 2.9مثال 

 .   ,    لجميع قيم        قبل القسمة عمي ي          باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت 

 :الحل

. نلاحظ في ىذه الحالة أن العلاقة صحيحة مباشرة حيث أن المقدار    نختبر صحة العلاقة عندما  -1
 .     يقبل القسمة عمي       

  وبالتالي  فإن  .                    نحن نعمم أن .      نختبر صحة العلاقة عندما         
  .   . وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما      يقبل  القسمة عمي                 
 .     يقبل القسمة عمي           أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2
 .     يقبل القسمة عمي              أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -3

  فنحصل             إلي     نضيف ونطرح الكمية        لكي نثبت صحة العلاقة عند          
 عمي:         

                            
                                                                                                                             

.        و            يحتوي عمي مجموع مقدارين ىما       لاحظ أن الطرف الأيمن في المعادلة 
وبالتالي فإنة يقبل القسمة عميو. أما المقدار       فيو يحتوي عمي المقدار         بالنسبة لممقدار 
من فرض       لقسمة عمي وبالتالي فإنة يقبل ا        فيو يحتوي عمي المقدار          

 الاستنتاج.
وحيث أن     بفرض صحتيا عندما       يقبل القسمة عمي             نستنتج من ذلك أن 

 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

  يقبل القسمة عمي           باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت   تمرين

 



 2.21مثال 

 2يقبل القسمة عمي         باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت 

 :الحل

نحصل عمي        في المقدار     . بالتعويض عن    نختبر صحة العلاقة عندما  -1
 .    عند وبالتالي فإن العلاقة صحيحة   قاسم لمعدد   وكما نعمم فإن              

 نحصل عمي           في المقدار       بالتعويض عن  .    نختبر صحة العلاقة عندما           
  .   عند وبالتالي فإن العلاقة صحيحة   قاسم لمعدد   وكما نعمم فإن                        

يمكنا صياغة ىذا الفرض  . يقبل القسمة عمي         أي أن     نفرض صحة العلاقة عند  -2
 عدد صحيح.  حيث             عمي الصورة

يقبل القسمة عمي                أي نريد أثبات أن       نثبت صحة العلاقة عند  -3
 عدد صحيح.  حيث                   أي أن    

                      
                                     

                            

  من فرض الاستنتاج                                                                                    

                                 

 عدد صحيح.  أعداد صحيحة وبالتالي فإن       ,         حيث 
    . بفرض صحتيا عندما      ي فإن العلاقة صحيحة عندما الطرفان متساويان وبالتال 

 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    وحيث أن العلاقة صحيحة عندما 

 2.22مثال 

 أن   باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت

  
             

 :الحل

 :   نختبر صحة العلاقة عندما  -1

       
 

  
                                                           



 .   الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما          
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

       
 

  
                                                     

 .   ن متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما الطرفا         
 أي أن    نفرض صحة العلاقة عند  -2

 

  
           

 أي نريد أثبات أن      نثبت صحة العلاقة عند  -3

 

  
               

       
 

  
       

 

  
       

                  
 

  
      

 

  
            

  من فرض الاستنتاج                                                                                               

                                     

وحيث أن     . بفرض صحتيا عندما      الطرفان متساويان وبالتالي فإن العلاقة صحيحة عندما 
 .   حيث     , إذاً العلاقة صحيحة لجميع قيم    العلاقة صحيحة عندما 

 36.ملحوظة 

ولكن ىذا التعبير صحيح عند     يكون فييا التعبير المعُطي غير صحيح عندما  يوجد بعض الحالات التي
نقطة بداية آخرى والأعداد التي تمييا. لذلك لكي نثبت صحة ىذا التعبير سوف نبدأ بنقطة البداية المعطاة. وىذه 

 .Extended principle of mathematics inductionمبدأ الاستنتاج الرياضي  متدادأالحالات يطمق عمييا ب

 ستنتاج الرياضي(لامبدأ اامتداد ) :2.2ظرية ن

 . فإذا كان:  علاقة رياضية تتعمق بالعدد الصحيح الموجب    لتكن 

 .  صحيحة عند عدد صحيح موجب     ( أ)



 .    يؤدي إلي صحة العلاقة     ,   صحة العلاقة   ( ب)

 .     الأعداد الصحيحة الموجبة تكون صحيحة لكل   فإن 

 2.23مثال 

 صحة المتباينة الآتية الرياضي أثبتباستخدام الاستنتاج 

                                     

 :الحل

ولذلك سوف يكون استخدامنا لخطوات     حيث     نلاحظ أن نقطة البداية في ىذا المثال ىو عندما 
 الاستنتاج الرياضي كما يمي:

 :   نختبر صحة المتباينة عندما  -1
                                                                        

 .   متباينة صحيحة عندما الوبالتالي فإن  الطرف الأيمن أكبر من الطرف الأيسر         
 :   نختبر صحة العلاقة عندما          

                                                                        
 .   متباينة صحيحة عندما الالطرف الأيمن أكبر من الطرف الأيسر وبالتالي فإن          

 أي أن    نفرض صحة المتباينة عند  -2

                                     

 أي نريد أثبات أن      متباينة عند النثبت صحة  -3

                     
                      

  من فرض الاستنتاج                                                                            

   حيث      لأن                                                                        

                           
,    متباينة صحيحة عندما الوحيث أن     بفرض صحتيا عندما       متباينة صحيحة عندما لا

 .   حيث     متباينة صحيحة لجميع قيم الإذاً 



 مارينت
 أثبت باستخدام الاستنتاج الرياضي صحة العلاقات الآتية: -2
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 صحة العلاقات الآتية: أثبت الاستنتاج الرياضي ا  ممستخد -3

    ∑        

 

   

                                      ∑       
 

   

 
 

 
         

    ∑
 

     

 

   

 
 

    
                                      ∑

 

     

 

   

 
 

       
 

    ∑  

 

   

                                                    ∑     

 

   

 
       

   
     

    ∑      

 

   

 
 

 
                 



    ∑            

 

   

 
 

 
             

 باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت أن -4

إلي   حداً              

 
       

إلي   حداً                 

 
           

إلي   حداً                    

 
           

   
 

     
 

 

     
 

 

     
إلي   حداً           

           
 

إلي   حداً                              

 صحة القوانين الآتية: باستخدام الاستنتاج الرياضي أثبت -5

    
  

   
      

             

  
                     

  

   
                 

 ت الآتية:المتباينامستخدما  الاستنتاج الرياضي أثبت صحة   -6
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 خامسال الفصل
  العلاقات 

Relations  
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من مستوى منسوب لمحورين موجيين  Pنعمم من دراستنا لميندسة التحميمية أن أى نقطة 
x,مثلا يكون ليا احداثيين ىما  ،YOX ،ومتقاطعين y  ويمكن التعبير عن ذلك بالرمز
 ,P x y يمكن تسمية . ,x y مركبتو الأولى  ،زوجا مرتباx ، ومركبتو الثانيةy،  وبالتالى

 .يمكننا تعريف الزوج المرتب كما يمى

 :Relations العلاقات -1
 :الزوج المرتب  -1/1
 :(1) عريفت
مجموعة من عنصرين الترتيب بينيما أساسى ويرمز لمزوج  ىو مجموعة الزوج المرتب 

بالرمز ،y )مسقطو الثانى( ومركبتو الثانية ، x )مسقطو الأول(المرتب الذى مركبتو الأولى
 ,x y. 

واستنادا الى ىذا التعريف يمكننا القول بأنو اذا كان  ,x y، z,w زوجين مرتبين فان 
   , ,x y z w x z y w     

 (1مثال)
x,أوجد yعممت أن إذا   3 ,4 5, 2x y x y  . 

 الضرب الديكارتي:  -2/1
نفرض أن لدينا المجموعتين     1,2,3 , , ,X Y x y  بالتالى يمكننا تكوين حاصل
 :كما يمىBالى المجموعة Aالضرب الديكارتى من المجموعة 

            1, , 1, , 2, , 2, , 3, , 3,X Y x y x y x y   
 يعرف كما يمى:  Aالى المجموعة Bفى حين أن حاصل الضرب  الديكارتى من المجموعة 

            ,1 , ,2 , ,3 , ,1 , ,2 , ,3Y X x x x y y y   
 ملاحظات

Xعناصر كل من المجموعتين  -1 Y، Y X  . أزواج مرتبة 
Xواضح أن  -2 Y Y X    وبالتالى نستنتج أن عممية الضرب

 الديكارتى بين مجموعتين مختمفتين ليست ابدالية
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لاحظ أن المجموعة   -3 ,x y تساوى المجموعة ,y x  بينما الزوج
المرتب  ,x y  لا يساوى الزوج المرتب ,y x. 

مجموعة عدد عناصرىا  n، Yمجموعة عدد عناصرىا  Xاذا كانت  -4
m،  فان حاصل الضرب الديكارتى  يكون مجموعة عدد عناصرىا

nm. 
 

 يمكننا الأن تعريف حاصل الضرب الديكارتى كما يمى 
 :(2)تعريف 

YX ينحاصل الضرب الديكارتي لمجموعت ىو مجموعة كل الأزواج المرتبة الممكنة بحيث  ,
أى  .Yوالمسقط الثاني من المجموعة الثانية  X المجموعة الأوليالمسقط الأول من يكون 

 أن 
  YyandXxyxYX  :,  

  ظةحملا 
متساويتين يرمز لحاصل ضربيما الديكارتى X،Yفى الحالة التى تكون فييا المجموعتان  

 2Yأو  2Xاختصارا بالرمز 
 (1مثال)
,1}كانتاذا  2, 3, 4} , { , , }X Y x y z  أحسب حاصل الضرب الديكارتي 

X Y، Y X، 2X، 2Y 
 الحل

 حاصل الضرب الديكارتي 

                        1, , 1, , 1, , 2, , 2, , 2, , 3, , 3, , 3, , 4, , 4, , 4,

X Y

x y z x y z x y z x y z

 

 

                        ,1 , ,2 , ,3 , ,4 , ,1 , ,2 , ,3 , ,4 , ,1 , ,2 , ,3 , ,4

Y X

x x x x y y y y z z z z

 
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               

               

2

1,1 , 1,2 , 1,3 , 1,4 , 2,1 , 2,2 , 2,3 , 2,4 ,

3,1 , 3,2 , 3,3 , 3,4 , 4,1 , 4,2 , 4,3 , 4,4

X 

  
 
  

 

                  2 , , , , , , , , , , , , , , , , ,Y x x x y x z y x y y y z z x z y z z . 
 

 بعض خصائص حاصل الضرب الديكارتى
,لأى مجموعات اختيارية  , ,X Y Z W :يتحقق الأتى 

X,( اذا كانت احدى المجموعتين 1) Y  خالية فانX Y Y X    
(2)     X Y Z X Y X Z    
(3 )     X Y Z X Y X Z    
(4 )       X Y Z W X Z Y W    

 :البرىان
Yية ولتكن نفرض أن الى المجموعتين خدنفرض أن اح  (1)  ونفرض أن

X Y Y X     سوف نحاول أن نصل الى تناقض . حيث أن
X Y Y X     اذا يوجد عنصر واحد عمى الأقل ,x y X Y  وىذا

xيؤدى الى أن  X y Y   وحيث أنY  اذاy ولكن ىذا تناقض اذا
Xنستنتج أن  Y Y X   ز 

 
(2)  

   

   

     

,

, ,

,

x y X Y Z x X y Y Z

x X y Y y Z

x y X Y x y X Z

x y X Y X Z

     

     

     

   

 

اذا      X Y Z X Y X Z    
(3)  
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   

   

     

,

, ,

,

x y X Y Z x X y Y Z

x X y Y y Z

x y X Y x y X Z

x y X Y X Z

     

     

     

   

 

اذا      X Y Z X Y X Z    
 
(4) 

  

         

     

, , ,

,

x y X Y Z W x y X Y x y Z W

x X y Y x Z y W

x X Z y Y W

x y X Z Y W

        

       

   

  

 

اذا        X Y Z W X Z Y W    
 :ةالعلاق -3/1
,1}كانت اذا 2, 3} , {2, 3,5}X Y   فان حاصل الضرب الديكارتى

                  1,2 , 1,3 , 1,5 , 2,2 , 2,3 , 2,5 , 3,2 , 3,3 , 3,5X Y  
X من المجموعة R مجموعة جزئية كان المطموب منا ىو ايجاد  اذاف Y  بحيث تكون

متساويتين  منيا  مكونة من جميع الازواج المرتبة التى تكون مركبتا كل Rعناصر المجموعة 
أى أن     , : ,R x y x y X Y x y X Y       

فاننا سوف نجد أن     2,2 , 3,3R   نقول فى ىذه الحالة اننا عرفنا علاقة ثنائيةR أو(
وبالتالى  Yالى المجموعة  Xاذا لم يكن ىناك التباس( من المجموعة  Rاختصارا علاقة 

 يمكننا تعريف العلاقة الثنائية كما يمى :
  

 :(3) فيتعر 
X, اذا كانت  Y  مجموعتين وكانتR X Y  أن  يقالR  علاقة ثنائية منX  الى

Y  ارتباط بين مجموعتين. أيضا يمكن تعريفيا عمى أنياYX , (:R X Y) من  مكونة
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ويسمي أصل  Xمجموعة  الأزواج المرتبة بحيث يكون المسقط الأول من المجموعة 
 ويسمي صورة.  Yوالمسقط الثاني من المجموعة 

 
 :حظاتملا

Xاذا كانت  -1 Y يقال أنR علاقة ثنائية عمىX أو عمىY 
اذا كانت  -2 ,x y R فاننا نعبر عن ذلك بالشكلxRy  ونعنى بذلك أن المركبةx 

 Rبواسطة العلاقة  yترتبط بالمركبة 
تسمى نطاق )مجال(  Xفان المجموعة  Yالى  Xعلاقة من  Rاذا كانت  -3

 Rتسمى النطاق المصاحب لمعلاقة  Yوالمجموعة  Rالعلاقة 
المجموعة الجزئية  -4 : ,x X xRy y Y  منX  تسمى مجموعة تعريف العلاقة

R 
المجموعة الجزئية  -5 : ,y Y xRy x X  منY  تسمى مدى العلاقةR  أو

 Rمجموعة قيم العلاقة 
 

 سوف نعطى بعض الامثمة عمى العلاقات
  

  :2مثال 
,2}اذا كانت  4, 6} , {3, 5,7}X Y  وكانتR علاقة منX  الىY   بحيث

  , :R x y x y   فأوجد العلاقةR 
الحل:            2,3 , 2,5 , 2,7 , 4,5 , 4,7 , 6,7R    

 
 

  :3مثال
2xRyبحيث تحقق  علاقة عمى مجموعة الأعداد الطبيعية  Rاذا كانت  x y  

 وكذلك مدى تعريف العلاقة  Rفأوجد مجال تعريف العلاقة 
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ىو مجموعة الأعداد الزوجية   Rمجال العلاقة  الحل: 2,4,6,...  ومدى العلاقةR  ىو
 1,2,3,...  

 
 :4مثال  
بحيث تحقق   علاقة عمى مجموعة الأعداد الطبيعية  Rاذا كانت  

10xRy x y    فأوجد العلاقةR  وكذلك  مجال تعريف العلاقةR  و مدى تعريف
 العلاقة.

 الحل:واضح أن 
                      0,10 , 1,9 , 2,8 , 3,7 , 4,6 , 5,5 , 6,4 , 7,3 , 8,2 , 9,1 , 10,0R  

 يساوى Rيساوى مدى العلاقة  Rمجال العلاقة  0,1,2,...,9,10. 
 

  :5مثال
بحيث  علاقة مجموعة الأعداد الحقيقية  Rاذا كانت   2 2, : 1R x y x y    فبين
 .Rوالتى تنتمى الى العلاقة  2مجموعة النقاط من المستوى ماذا تمثل 

تمثل نقاط المستوى الواقعة عمى محيط الدائرة التى مركزىا  Rالحل:واضح أن  0,0 
 .1ونصف قطرىا 

 
 حوظة:مم

عن طريق الاسيم Yالى  X منR فى بعض الأحيان يكون من المناسب أن تمثل العلاقة
 كما يتضح فى المثال التالى 

 
 

  :6مثال
,1,2}اذا كانت 3, 4} , { , , }X Y a b c           1 , , 2 , , 4 , , 4 ,R b a b c

 

تمثل 
 (.1كما بالشكل ) Rفانو يمكن تمثيل العلاقة  Yالمجموعة الى  Xالمجموعة  من علاقة 
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 (:4)ف يتعر 
 1Rيرمز ليا بالرمز  Rفان العلاقة العكسية لمعلاقة  Yالى  Xعلاقة من  R اذا كانت

وتعرف كالتالى     1 , : ,R y x x y R   . 
 

 ممحوظة:
1Rوذلك لأن  Xالى  Yىى علاقة من  1R من ىذا التعريف يتضح أن Y X   

 
 

  :7مثال
,2}اذا كانت 3, 5} , {2,4,6}X Y   كانتوكانت R  علاقة منX  الىY  معرفة
xRyكالأتى   x y 1فأوجدR R,   

1 

2 

3 

4 

a 

b 

c 

Y 
X 

 (1)شكل
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الحل :        

        1

2,2 , 2,4 , 2,6 , 3,6 ,

2,2 , 4,2 , 6,2 , 6,3

R

R




 

 أنواع العلاقات -4/1
 
 (:5تعريف )  
تسمى علاقة عاكسة اذا كان  Rفان  Xالمجموعة علاقة عمى  R اذا كانت 

xRx x X  
يحقق  Xينتمى الى المجموعة  xأى اذا كان كل عنصر  ,x x R. 

 
 

 :8مثال
  علاقة عمى المجموعة R كانت اذا   
   , , ,X x y z t  حيث          , , , , , , , , ,R x x y t z z t x t t 
yليست عاكسة لأن  Rفان   X  بينما ,y y R. 
 

 :9مثال
 علاقة عمى المجموعة  R كانت اذا   
   , ,X x y z  حيث          , , , , , , , , ,R x y x x z z y x y y 
 عاكسة لأن Rفان   ,a b R a X   . 

 :10مثال
 علاقة عمى  المجموعة  R كانت اذا   
  ومعرفة كالتالى   , , , , ,a b R c d a d b c a b c d         فانR 

عاكسة لأن      , , ,a b R a b a b b a a b       . 
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 :11مثال
ومعرفة كالتالى  علاقة عمى مجموعة الأعداد الصحيحة  R كانت اذا   

2 2xR y x y n n     فانR  ليست علاقة عاكسة وذلك لأنو لأى عنصر
x  2فانx x x   وىذه القيمةx  2ليست دائما احدى مضاعفات العدد. 

   
 
 
 (:6تعريف )  
تسمى علاقة متماثمة اذا كان  Rفان  X المجموعة علاقة عمى R اذا كانت 

;xRy xRy yRx  
  yفلابد من أن يرتبط العنصر   Rبواسطة  yيرتبط بالعنصر x العنصر  أى اذا كان

 .Rبواسطة  xبالعنصر
 
 

 :نتيجة
1R اذا كان تكون متماثمة اذا وفقط  Xعمى المجموعة  R العلاقة R . 

 البرهان:
متماثمة اذا لجميع الازواج المرتبة  Rأن العلاقة نفرض  ,x y R  يؤدى الى أن

 ,y x R وبالتالى نجد أن  1,x y R  1اذاR R بالمثل اذا  لجميع الازواج المرتبة
  1,x y R  أن  ف ,y x R تؤدى الى أن  ,x y R  1اذاR R   وبالتالى يكون

1R R. 
1Rلاثبات العكس نفرض أن  R  وبالتالى فانو ينتج مباشرة لاى زوج مرتب ,x y R 

فان  ,y x R  اذاR .تكون علاقة متماثمة 
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,1}اذا كانت :12مثال 5, 15,20}X   كانتوكانت R   علاقةX    ومعرفة كالتالى 
          1,5 , 20,5 , 5,20 , 5,15 , 1,20R   فاننا نجد عمى سبيل المثال أن العنصر

 5,15 R  بينما العنصر 15,5 R لذلك فان العلاقةR .ليست متماثمة 
 

 :13مثال
ومعرفة كالتالى   علاقة عمى مجموعة الأعداد الطبيعية  R كانت اذا   
10xR y x y    فانR  10تكون علاقة متماثمة لأنو اذا كانتx y   فان
10y x  وبالتالى يكونyR x. 
 
 
 (:7تعريف )  
تسمى علاقة تخالفية أو شبو متماثمة اذا  Rفان  Xعلاقة عمى المجموعة  R اذا كانت 

xRy;كان  xRy yRx x y    
 

 
  :14مثال

xRyومعرفة كالتالى  علاقة عمى مجموعة الأعداد الصحيحة  Rاذا كانت  x y

علاقة شبو متماثمة وذلك لانو اذا كان Rواضح أن 

, ,

1 1

n m

nm

xRy yRx x y y x

x y y x n m

x x

nm n m

x y

  

    

 

    

 
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  :15مثال

}اذا كانت , , }X x y z  كانتوكانت R   علاقةX    ومعرفة كالتالى 
        , , , , , , ,R x y z y y x x z   فانR  ليست علاقة ناقمة لأن
   , ,z y Rand y x R   لا يؤدى الى أن ,z x R. 

 
 :16مثال

ومعرفة كالتالى  علاقة عمى مجموعة الاعداد الطبيعية Rاذا كانت  
2 5xR y x y    فان العلاقةR لا تكون ناقمة لانو بفرض أنxRy and yRz  فان

2 5 2 5 2 10 3x y and y z x z b        10ىذه القيمة و 3b  ليست فى جميع
 .5حالتيا تساوى العدد

 
 
 (:9تعريف )  
علاقة عاكسة وشبو متماثمة وناقمة فانيا  Rوكانت Xعلاقة عمى المجموعة  R اذا كانت 

 تسمى علاقة ترتيب جزئى.
 

  : 17مثال
ومعرفة كالتالى  علاقة عمى مجموعة الأعداد الصحيحة  R كانت اذا  

,nxR y y x n    واضح أن ىذه العلاقة ىى علاقة ترتيب جزئى وذلك لأنيا تحقق
 الاتى:

R  علاقة عاكسة وذلك لأن  1,x x x R x x      
R   علاقة شبو متماثمة وذلك لأنو 

 
   , , , ,

1

1

n m

nm

x y R y x R y x x y n m

x x

nm

n m

       

 

 

  
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xوىذا يؤدى الى أن  y 
R  علاقة ناقمة وذلك لأنو 

 
   

 

, , , , ,

,

,

n m

nm r

u v R v w R v u w v n m

w u u r nm

u w R

       

    

 
 

 .عمى المجموعة ترتيب جزئى علاقة  Rاذا 
 
 
 
 (:10تعريف )  
علاقة عاكسة ومتماثمة وناقمة فانيا  Rوكانت Xعلاقة عمى المجموعة  R اذا كانت 

 تسمى علاقة تكافؤ.
 
 
 

 ممحوظة:
x,نقول عن عنصرين  y X مرتبطين بعلاقة التكافؤ أنيما متكافئان ونكتب ىذا احيانا

xبالرمز  y. 
  :18مثال

ىى مجموعة المستقيمات فى المستوى  Xحيث Xعلاقة عمى المجموعة Rاذا كانت 
الأقميدى معرفة كالتالى :   , : , ;R x y x y X x y   فنجد أنR  علاقة تكافؤ وذلك

لان ,x x R لأىx X  لأن أى مستقيم يوازى نفسو اذا وذلكR  علاقة عاكسة   كذلك
اذا كان  ,x y R فان ,y x R  أى انو اذا كان المستقيمx  يوازى المستقيمy  فان

  كذلك اذا كان متماثمة علاقة Rأى أن  xيوازى المستقيم yالمستقيم 
   , ,x y R y z R   فان ,x z R وذلك لانو اذا كان المستقيمx   يوازى المستقيم
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y وكان المستقيمy  يوازى المستقيمz  فان المستقيمx  يوازى المستقيمz  اذاR علاقة
 . Xعلاقة تكافؤ عمى  Rناقمة  وبالتالى نجد أن 

 
  :19مثال

ىى مجموعة المستقيمات فى المستوى  Xحيث Xعلاقة عمى المجموعة Rاذا كانت 
الأقميدى معرفة كالتالى :   , : , ;R x y x y X x y    فنجد أنR   ليست علاقة

تكافؤ وذلك لانو من المستحيل أن يكون المستقيم عموديا عمى نفسو وبالتالى العلاقة ليست 
 عاكسة.

 
  :20مثال

,لأى عدد قياسى 0
x

y
y

  سوف نستخدم الرمز  ينتمى الى مجموعة الأعداد القياسية

 ,
x

x y
y

   اذا كانتR ومعرفة كالتالى : علاقة عمى   , ,x y R z w xw yz  

 أن أى         , , , : , , ,R x y z w x y z w xw yz     نجد أن العلاقةR  علاقة
 تكافؤ وذلك لانيا تحقق الأتى :

R  علاقة عاكسة وذلك لأن     , , ,x y xy yx x y R x y     
R   علاقة متماثمة وذلك لأنو اذا كان       , , , ,x y R z w xw yz z w R x y   
Rلأنو اذا كان  وذلك ناقمة علاقة 

        

 

, , , ,

0

u v R w x w x R y z ux vw wz xy

vwy uxy uwz uz vy w

    

     
 

 .علاقة تكافؤ عمى المجموعة  Rاذا 
 
 

  :21مثال
 علاقة التساوى عمى أى مجموعة ىى علاقة تكافؤ.

  :22مثال
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ومعرفة كالتالى  علاقة عمى مجموعة الأعداد الصحيحة  R كانت اذا  
,

x y
xR y n

n


    فانR تكون علاقة تكافؤ وذلك لأنيا تحقق الأتى 

R  علاقة عاكسة وذلك لأن 
 , 0 ,

a a
x x x R

n


      

Rلأنو وذلك متماثمة علاقة  

 
   

 , ,
a b b a

x y R y x R
n n

 
        

R علاقة ناقمة وذلك لأنو 

   
   

     
 

, ,

,

x y y z
x y R y z R

n n

x y y z x z
x z R

n n n

 
       

  
      

 

وتسمى ىذه العلاقة بعلاقة التكافؤ بمقياس  علاقة تكافؤ عمى المجموعة  Rاذا العلاقة 
 تابتيا عمى الصورة كن كويمnالصحيح العدد

   
 

mod ,
x y

x y n x y R
n


     

تمعب علاقة التكافؤ دورا أساسيا وميما فى الرياضيات ولا سيما فى الجبر لذلك سوف نتكمم 
عنيا بشىء من التفصيل وسوف نرى أن علاقة التكافؤ ينشأ عنيا أصناف التكافؤ والتى 

 عنيا تجزئة لممجموعة محل الدراسة بدورىا ينتج
 
 
 
 (:11تعريف )  
1مجموعة غير خالية وكانت  X اذا كانت  2, ,..., nX X X مجموعات جزئية مختمفة منيا

فاننا نقول أن المجموعة  1 2, ,..., nP X X X  تجزئة لممجموعةX  اذا حققت الشروط
 التالية
(1) i iX X P    
(2) i jX X i j   
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(3) 
1

n

i
i

X X


. 

 
 

  :23مثال
 كانت اذا 1,2,3,4,5,6X  فان 
المجموعة              1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6P   ىى تجزئة لممجموعةX  بينما المجموعة

          1 , 2 , 3 , 4 , 5P   ليست تجزئة لممجموعةX 
 
 
 (:12تعريف )  

بأنو المجموعة  Rفى علاقة التكافؤ  xيعرف فصل التكافؤ لمعنصر 
    : ,x y x y R . 

 
  :24مثال

 كما يمى   المعرفة عمى  Rفصول التكافؤ لمعلاقة  

   
 

mod5 ,
x y

x y x y R
n


     يمكن الحصول عمييا كالتالى 

     0 : 5 , ..., 20, 15, 10, 5,0,5,10,15,20,...y y k k        
     1 : 5 1, ..., 19, 14, 9, 4,1,6,11,16,21,...y y k k         

     2 : 5 2, ..., 18, 13, 8, 3,2,7,12,17,22,...y y k k         
     3 : 5 3, ..., 17, 12, 7, 2,3,8,13,18,23,...y y k k         
     4 : 5 4, ..., 16, 11, 6, 1,4,9,14,19,24,...y y k k         

اذا مجموعة فصول التكافؤ            0 , 1 , 2 , 3 , 4P  وذلك  تجزئة لممجموعة   تكون
 لأنيا تحقق الشروط الثلاثة لمتجزئة كالتالى 

بالنظر الى الشرط الأول نجد أن كل فصل من الفصول الخمسة لا يساوى الفئة الخالية 
وبالنظر الى الشرط الثانى نجد أن تقاطع أى فصمين تكافؤ من الفصول الخمسة المختمفة 
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يساوى الفئة الخالية وبالنظر الى الشرط الثالث نجد أن اتحاد فصول التكافؤ الخمسة يساوى 
أى أن المجموعة  المجموعة          0 1 2 3 4. 

 
فان Xعلاقة تكافؤ عمى المجموعة  Rاذا كانت (: 1 )نظرية   b a a b   

 البرهان:
    

 

 

  

 

: ,

,

,

: ,

b a b y a y R

a b R

b a R

a y b y R

a b

   

 

 

  

 

 

فان Xعلاقة تكافؤ عمى المجموعة  Rاذا كانت (: 2 )نظرية a a 
 علاقة تكافؤ اذا ىى علاقة عاكسة ومن ثم يكون R حيث أنالبرهان: 

    

 

: ,

,

a a a y a y R

a b R

   

  

اذا كان (: 3 )نظرية   a b   فان   a b 
 نفرض أنالبرهان:     c a b  اذا 

       

   

   

 

, ,

, ,

,

c a b c a c b

a c R b c R

a c R c b R

a b R

    

   

   

 

 

وبفرض أن  d a  اذا 
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   

   

 

 

   

, ,

, ,

,

a d R a b R

b a R a d R

b d R

d b

a b

  

   

 

 

 

 

 وبالتالى فان أى فصمين تكافؤ اما متساويين أو غير متقاطعين.  
 

 ملاحظة 
فانو يمكن  Xعلاقة تكافؤ عمى المجموعة  Rنستنج من النظرية السابقة أنو اذا كانت 

 Rعمى صورة اتحاد مجموعة غير متقاطعة من فصول التكافؤ لمعلاقة Xكتابة المجموعة 
أى أن  

x X

X x


  ولذلك يقال أن فصول التكافؤ تجزىء المجموعة الى أجزاء غير
 متقاطعة.

 تركيب )تحصيل( العلاقات 1/ 5
علاقة أخرى من المجموعة  Sولتكن  Yالى المجموعة  Xعلاقة من المجموعة  Rلتكن 

Y  الى المجموعةZ ىناك علاقة جديدة يمكن تعريفيا من المجموعة .X   الى المجموعة
Z  ى العلاقة المركبة من العلاقتين تسمو,X Y  ويرمز ليا بالرمزS R  ونقرأىا(

S composition Rوبالتالى يمكننا تعريف ىذه العلاقة كما يمى ) 
 
 
 
 (:13تعريف )  

علاقة  من المجموعة  Sوكانت  Yالى المجموعة  Xعلاقة من المجموعة  Rاذا كانت 
Y  الى المجموعةZ  فان العلاقة المركبة من العلاقتين,X Y يمكن تعريفيا كالتالى 

      , : : , ,S R x z x X z Z y Y x y R y z S X Z          . 
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 ملاحظة

هو نفسه   Rلابد وأن يكون النطاق المصاحب لمعلاقة  S مع العلاقة R لتركيب العلاقة 
 .S نطاق العلاقة

 
 :25مثال

1اذاكانت 1 1
{1,2, 3} , { , , , },Z , ,

2 3 4
X Y w x y z

 
    

 
Rوكانت   X Y  حيث

        1, , 2, , 2, , 3,R w w x y 

S وكانت Y Z    حيث
1 1 1

, , , , ,
2 4 3

S w y z
      

       
      

 

فان 
1 1 1

1, , 2, , 3,
2 2 4

S R
      

       
      

 
Sنلاحظ أن العلاقة المركبة  R  غير معرفة لأن النطاق المصاحب لمعلاقةR  لا يساوى

 Sنطاق العلاقة 
 

 :26مثال
,1,2}اذاكانت 3,4}X وكانتR X X بحيث أن 

          2,2 , 2,1 , 4,3 , 1,2 , 3,1R  
Sوكانت X X  بحيث أن        3,2 , 1,4 , 2,2 , 2,3S فان 

              

          

2,2 , 2,3 , 2,4 , 4,2 , 1,2 , 1,3 , 3,4 ,

3,2 , 3,1 , 1,3 , 2,2 , 2,1

S R

R S




 

 ملاحظة
R,اذا كانت  S  علاقتين وامكن ايجاد تعريف العلاقتين,S R R S فانو عمى وجو العموم

Sيكون  R R S .ويتضح ذلك من المثال السابق 
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 تمارين
 (:1تمرين)
,1}كانتاذا       2, 3, 4} , {2, 4, 6,8}X Y  فأوجد العلاقة فى الحالات التالية  

 
1) 2) 5

3) 4)

x y xRy x y xRy

x y xRy x y xRy

    

     

   (:2تمرين)
 التمرين السابقوضح المخطط السيمى لكل علاقة فى 

 
  (:3تمرين)

,1}كانتاذا  2, 3} , {0, 1, 2,3}X Y  
وكانت العلاقتان     1 2{ , : , , 1}, { , : , , 1}

x x
R x y x y X R x y x y Y

y y
      

 وضح أييما علاقة عاكسة وأييما غير ذلك ولماذا؟
 

 (:4تمرين)
 

أثبت أن العلاقة  { , : , , x y even number}R x y x y    علاقة 
 

 (:5تمرين)
علاقة معرفة  Rاذا كانت  0 كالتالى 0 , 0xRy xy x y     فاثبت أن

R علاقة تكافؤ عمى 0  ومن ثم أوجد فصول التكافؤ بالنسبة لمعلاقةR. 
 (:6تمرين)  

علاقة معرفة المجموعة  Rاذا كانت  0,1,2,3,4,5,6,7X  كالتالى
3xRy x y  فاثبت أنR علاقة تكافؤ عمىX  ومن ثم أوجد فصول التكافؤ بالنسبة

 .Rلمعلاقة 
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 (:7تمرين)  
1اذا كانت العلاقتان   2,R R  كالاتى : معرفتين عمى مجموعة الأعداد الحقيقية 

     2 2

1 2, : 1, , , , : 2 3 4, ,R x y x y x y R y z y z y z        
2فعين العلاقة التركيبية  1R R. 
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 سادس ال الفصل
   الدوال

 Functions 
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من أىم المفاىيم الرياضية واوسعيا انتشارا واكثرىا فائدة أو الرواسم ( الدوالتعتبر التطبيقات ) 
فلا تجد فرعا من فروع الرياضيات ولا لمتطبيقات فيو نصيب كبير اذ ىى تستخدم فى التحميل 

والتحميل الحقيقى  وغير ذلك كما ان الرياضى والجبر واليندسة والتوبولوجى ونظرية المقياس 
الان سوف نقوم بتقديم .  ليا استخدامات فى فروع أخرى مثل الفيزياء والكيمياء وغيرىما

 لمعنى الرياضى لمتطبيقات )الدوال(فيوم ام
 
 
 (:1تعريف )  

YXf الدالة : ىي علاقة بين مجموعتينYX بشرط أن يكون لكل عنصر من  ,
"صورة".  Yمن عناصر المجموعة  وواحد فقط "أصل" مرتبط بعنصر واحد Xالمجموعة 

xfy)(تكتب الدالة  . 
 (:2تعريف )  
ىي مجموعة من الأزواج المرتبة بحيث لا يوجد زوجان مرتبان ليما نفس المسقط  الدالة  

 الأول بينما يختمفان في المسقط الثاني.
  فمثلا:

مرتبط بعنصر  X( تمثل دالة لأن كل عنصر من عناصر المجموعة 2العلاقة بالشكل )
 .Yواحد من عناصر المجموعة 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (2)شكل 
X 

1 

2 

3 

4 

Y 

2 

4 

6 

8 
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  ملاحظة:
3“( لا تمثل دالة لأنو يوجد عنصر 3العلاقة في الشكل ) غير مرتبط  Xمن المجموعة  ”

 . بأي عنصر من عناصر المجموعة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2“( لا تمثل دالة لأن العنصر 4وكذلك العلاقة في الشكل ) مرتبط  Xمن المجموعة  ”
2“بعنصرين  8“و  ” صورة . أي أن العنصر لو صورتان وليس Yمن عناصر المجموعة  ”

 واحدة.
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3)شكل 
X 

1 

2 

3 

4 

5 

Y 

2 

4 

6 

8 

 (4)شكل 
X 

1 

2 

3 

4 

5 

Y 

2 

4 

6 

8 
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 (1مثال)
}4,3,2,1{,},,,,,{إذا كان لدينا مجموعتان   fedcbaBA   فإي من العلاقات

 .Bإلي المجموعة  Aالتالية )مجموعة الأزواج المرتبة( تمثل دالة من المجموعة 
 
 
 ),4(),,2(),,1()3

),4(),,3(),,2(),,2(),,1()2

),4(),,3(),,2(),,1()1

dba

dafcb

accb

 

 الحل
ترتبط  Aن كل عنصر من عناصر المجموعة وذلك لأالعلاقة الأولي تمثل دالة  (1

 .Bبعنصر واحد من عناصر المجموعة 
“نو يوجد عنصر لأالعلاقة الثانية لا تمثل دالة  (2 2  Aمن عناصر المجموعة  ”

“مرتبط بعنصرين  c “و  ” f  .Bمن عناصر المجموعة  ”
3“نو يوجد عنصر لأالعلاقة الثالثة لا تمثل دالة  (3 غير  Aمن عناصر المجموعة  ”

 .Bمرتبط بأي عنصر من عناصر المجموعة 
 (2مثال)

تنتمي  ,yxمع ذكر السبب، عمماً بأن قيم  xكدالة في  yىل العلاقات التالية تعرف 
 لمجموعة الأعداد الحقيقية:

 
25)2

426)1

22 



yx

yx  
33)3 xy   

 الحل
xyنيا يمكن كتابتيا عمي الصورة وذلك لأالعلاقة الأولي تمثل دالة  (1 32 

 تكون عدد حقيقي وحيد. yبأي عدد حقيقي فإن قيمة  xوبالتعويض عن 
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225نيا تكتب عمي صورة لأالعلاقة الثانية لا تمثل دالة  (2 xy   وبالتالي عند
بأي عدد حقيقي داخل الفترة  xالتعويض عن  5,5  فإنyلو قيمتين كوني 

 .(عددين حقيقين)
xxyالعلاقة الثالثة تمثل دالة لانيا تكتب عمي الصورة   (3 

3 وبالتعويض عن  3
x  بأي عدد حقيقي فإن قيمةy .تكون عدد حقيقي وحيد 
 

 (3مثال)
مجموعة منتيية  وكانت Xاذا كانت  P X  مجموعة كل المجموعات الجزئية من

X  وكانتf علاقة معرفة بالقاعدة :f P X  حيث
   f S S S P X    حيثS  ترمز لعدد عناصر المجموعةS بين أن

 ىى دالة. fالعلاقة 
 الحل
حيث أن كل عنصر من عناصر المجموعة  P X  يوجد بداخمو عنصر وحيد من

ىى دالة من fاذا العلاقة  ينتمى الى  Sالعناصر وىو  P X  الى. 
 
 

 :Domain and Rangeالمجال والمدي  -1.2
 X، فإن المجموعة Yإلي المجموعة  Xإذا كان لدينا دالة معرفة من المجموعة       

بالمجال المصاحب )النطاق  Yتسمي مجال )نطاق( الدالة، بينما تسمي المجموعة 
والتى تتكون من جميع صور Yالنطاق المصاحب   المصاحب(، أما المجموعة الجزئية من

ويرمز ليا بالرمز  fالدالة  تسمي مدي fعناصر مجموعة تعريف الدالة  f X.   ويمكن
كتابتيا عمى الصورة     : ,fR f X y Y y f x x X      

 
xfy)( مجال الدالة      ىو مجموعة قيمx  من الأعداد الحقيقية والتي يناظرىا أعداد

  fDبالرمز  fنرمز لمجال الدالة  .yحقيقية لقيم 
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 (4مثال)
:أوجد المجال والمجال المقابل والمدى لمراسم  ,f   حيث  2f x x. 

 الحل
والمجال المقابل ىو أيضا مجموعة الأعداد الحقيقية  المجال ىو مجموعة الأعداد الحقيقية 

والمدى   f ىو مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة. 
 

  ملاحظة:
01مجال دالة كثيرات الحدود  -1

2

2

1

1)( axaxaxaxaxf n

n

n

n  

  ىو
مجموعة الأعداد الحقيقية    ,. 

ىو مجموعة حل المتباينة )ما تحت الجذر أكبر من  xf)(مجال الدالة الجذرية  -2
}:)(0{أو يساوي الصفر(   xfxD. 

)()(مجال حاصل جمع  -3 xgxf  أو طرح)()( xgxf   أو ضرب)()( xgxf  
gfدالتين يساوي مجال الدالة الأولي تقاطع مجال الدالة الثانية  DD . 

مجال حاصل قسمة دالتين  -4
)(

)(

xg

xf  يساوي مجال الدالة الأول تقاطع مجال الدالة

الثانية فرق أصفار الدالة المقسوم عمييا   }0)(:{  xgxDD gf . 
xfy)(لدالة المدي    ىو مجموعة قيمy  المناظرة لكل قيمة من قيمx  طبقا لمجال
} الدالة. : ( ) , }f fR y y f x x D   

 
  ملاحظة:

01مدي دالة كثيرات الحدود  -1

2

2

1

1)( axaxaxaxaxf n

n

n

n  

  ىو
الأعداد الحقيقية   جزئية من مجموعة مجموعة  ,R. 

مدي الدالة الكسرية  -2
)(

)(

xg

xf  الأعداد الحقيقية جزئية من مجموعة ىو مجموعة

  ,R 0. ويستبعد الصفر إذا كان)(. xf  
]0,( مجموعة جزئية من الفترة ىو xf)( مدي الدالة الجذرية -3 R. 
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 (:3مثال)
 عين المجال لكل من الدوال التالية: 

2

2

1) ( ) 3 2 7

2
2) ( )

4 21

3) ( ) 3

1
4) ( )

2

f x x x

x
g x

x x

h x x

k x
x

  




 

 


  

 الحل
)(723الدالة  (1 2  xxxf  دالة كثيرات حدود من الدرجة الثانية لذلك فإن مجاليا

ىو مجموعة الأعداد الحقيقية   ,fD. 
الدالة  (2

214

2
)(

2 




xx

x
xgحاصل قسمة دالتين اذا لابد من ايجاد مجال  دالة

ثانيا  مجال البسط ىو  :البسط ومجال المقام وكذلك ايجاد اصفار المقام  اولا
 وبالتالى تقاطع مجال البسط ومجال المقام ىو أيضا  مجال المقام ىو أيضا :

 ثالثا نوجد أصفار المقام وذلك بمساواة المقام بالصفر أى نضع

  

37

037

02142







xorx

xx

xx

 

3,7من التحميل المقدار الجبري نجد أن أصفار المقام ىي العددين    لذلك فإن مجال
}الدالة ىو  3, 7}gD   . 

)(3الدالة  (3  xxh دالة جذرية لذلك لابد من حساب حل المتباينة )ما تحت
      .الجذر أكبر من أو يساوي الصفر(

303  xx  
]3,(من حل المتباينة نجد أن مجال الدالة ىو          hD. 
الدالة   (4

2

1
)(




x
xk ( ما دالة جذرية في المقام ولذلك يتم حساب حل المتباينة

 تحت الجذر أكبر من الصفر(.
         ⇒        
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من حل المتباينة نجد أن مجال الدالة ىو        ,2kD. 
 ممحوظة

يمكن حل المثال السابق عمى اعتبار ان المثال السابق ىو خارج قسمة دالتين وبالتالى يمكن 
 3ايجاد مجالو بنفس الطريقة التى تم اتباعيا فى مثال 

 (:4مثال)      
     أحسب المجال والمدي لمدالة       2

2

1
16

9
f x x

x
  


 

 الحل
1 حاصل قسمة دالتين  ىي حاصل جمع دالتين الأولي xf)(الدالة 

2

1
( )

9
f x

x



 

2والثانية دالة جذرية 

2( ) 16f x x   عمي منيما لذلك لابد من حساب مجال كل دالة
 حدا، ثم حساب التقاطع بين المجالين.

1لحساب مجال الدالة الأولي  أولا:
2

1
( )

9
f x

x



حساب كل من مجال البسط  لابد من 

لحساب مجال المقام لابد من حل  ومجال المقام وكذلك أصفار المقام . مجال البسط ىو 
 المتباينة 

  

         

   

2 9 0 3 3 0

3 0 3 0 3 0 3 0

3, , 3

x x x

x x x x

x x

     

           

      
  

اذا مجال المقام ىو     3, , 3    أى نضع الأن نقوم بتحديد أصفار المقام
2 9 0x    3 اذا أصفار المقام ىى, 3x    لذلك فإن مجال الدالة الأولي ىو

       
1

3, , 3 {3, 3} 3, , 3fD          . 
2لحساب مجال الدالة الثانية  ثانيا:

2( ) 16f x x لابد من حل المتباينة  
  

         

   

   
2

2 16 0 4 4 0

4 0 4 0 4 0 4 0

4, , 4

4, , 4f

x x x

x x x x

x x

D

     

           

      

    
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حيث أن  أخيراً:
1 2f f fD D D اذا 

 مجال الدالة  2

2

1
16

9
f x x

x
  


 ىو 

   4, , 4fD     
الأن سوف نقوم بحساب مدى الدالة   2

2

1
16

9
f x x

x
  


 

4xاذا كان    فان 

         

   

3 1
' 2 22 2

1 1
2 22 2

4, , 4 9 16

1
9 16 0

7

f x x x x x

x x x

 

 

       

 
      

 

 

لذلك نستنتج أن الدالة تزايدية عندما  4,x   وحيث أن 
1

4
7

f  وكذلك

 lim
x

f x


   لذلك فان مدى الدالةf  عمى الفترة 4,  1ىو
,

7

 


 
وحيث أن  

   f x f x   بالتالى فان مدى الدالةf  عمى الفترة   4, , 4    ىو أيضا

1الفترة 
,

7

 


 
 الدالة اذا مدى     2

2

1
16

9
f x x

x
  


1ىو 

,
7

 


 
 

 

 :أنواع الدوال-4

 
f:دالة مل الدالة الأحادية : يقال  X Y  انيا دالة أحادية منX  الىY  اذا كانت

العناصر المختمفة  من مجموعة المجال ليا صور مختمفة فى مجموعة المجال المقابل أى 
          أن:    ,f x f y x y x y X       بمعنى أن ) اذا تساوت الصور

 تساوت الأصول(
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 ممحوظة

التعريف     ,f x f y x y x y X      يكافىء التعريف

    ,x y f x f y x y X     

 (:4مثال)

f:اذا كانت الدالة    معرفة كالتالى  2f x x  فاثبت أن الدالةf أحادية 

 الحل

مطموب اثبات انو     ,f x f y x y x y     لذلك نفرض أن 

    2 2f x f y x y

x y

    

 
 

f:اذا الدالة     أحاديةدالة . 

 (:4مثال)

اذا كانت الدالة  : 0f    معرفة كالتالى  2 1f x x x   فاثبت أن الدالة
f .أحادية 

 الحل

مطموب اثبات انو     ,f x f y x y x y      لذلك نفرض أن 
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   

  

  

  

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2

2

1 1

1 1

2 1 1 2 1 1

1 1 1

1 2 1 1

2 0

0

f x f y x x y y

x y y x

x xy y y x x y

xy x y

xy x y x y

x xy y

x y

x y

      

     

         

    

     

   

  

 

 

اذا الدالة  : 0f   .دالة أحادية 

 

 
f:دالة مل الدالة الفوقية: يقال  X Y  انيا دالة فوقية )غامرة( منX  الىY  اذا كان

يكون لو أصل  Yأى أن كل عنصر من عناصر Yيساوى المجال المقابل  fمدى الدالة 
أى أن  :           Xفى  , :y Y x X f x y       

 ممحوظة

f:لاثبات أن الدالة  X Y  دالة فوقية نحل المعادلة f x y بالنسبة الىx  فان
xوكان ناتج الحل  كان ليا حل X او كان ليا حل  تكون الدالة فوقية وان لم يكن ليا حل

xوقيمتو  X  فان الدالةf .لا تكون  فوقية 

 (:4مثال)

اذا كانت الدالة    : 2 1f     معرفة كالتالى 
1

2

x
f x

x





 fفاثبت أن الدالة 

 فوقية
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 الحل

مطموب اثبات انو      1 , 2 :y x f x y        اى نحل المعادلة
 f x y بالنسبة الىx . 

 

 

1
2 1

2

2 1
1

1

x
y y x x

x

y
x

y


    




   



 

اذا الدالة    : 2 1f    . دالة فوقية 

 (:4مثال)

اذا كانت الدالة  : 0f    معرفة كالتالى  2 1f x x x   فاثبت أن الدالة
f فوقية 

 الحل

مطموب اثبات انو    , 0 :y x f x y       اى نحل المعادلة f x y

 . xبالنسبة الى 

 

2 2

2 2 2

2

1 1

2 1

1
0

2

y x x y x x

y yx x x

y
x

y

      

    


   

 

اذا الدالة  : 0f   . دالة فوقية 

 

 (:4مثال)
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اذا كانت الدالة  : 0f    معرفة كالتالى 
2 1x

f x
x


 فاثبت أن الدالةf 

 فوقية

 الحل

مطموب اثبات انو    , 0 :y x f x y       اى نحل المعادلة f x y

 . xبالنسبة الى 

 

2
2

2

2

1
1

1 0

4
0

2

x
y yx x

x

x yx

y y
x


   

   

 
   

 

اذا الدالة  : 0f   . دالة فوقية 

f:دالة مل الدالة التناظر الأحادى: يقال  X Y  انيا دالة تناظر أحادى )تقابل( منX 
 اذا كانت دالة أحادية وفوقية  . Yالى 

 (:4مثال)

اذا كانت الدالة  : 0f    معرفة كالتالى  2 1f x x x   فاثبت أن الدالة
f . تناظر أحادى 

 الحل

حيث انو تم اثيات أن الدالة  : 0f   .دالة أحادية وفوقية اذا ىى تناظر أحادى 

 (:4مثال)

f:اذا كانت الدالة    معرفة كالتالى  2f x x  بين ما اذا كانت  الدالةf 
 تناظر أحادى أم لا.
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 الحل

f:حيث انو تم اثيات أن الدالة    دالة أحادية  بقى أن نتحقق ما اذا كانت فوقية أم
 لا .

أى مطموب  التحقق من صحة المعادلة  , :y x f x y      اى نحل المعادلة
 f x y بالنسبة الىx. 

2 2y x x y      لبعض قيمy  1عمى سبيل المثال اذا اخذناy  فان
1x     اذا الدالة:f  .ليست فوقية وبالتالى ليست تناظر أحادى 

 اذا ىى تناظر أحادى 
f:دالة مل تساوى دالتين: يقال  X Y  انيا تساوى الدالة:g A B  وتكتبf g  اذا

كان    , ,X A Y B f x g x x X      

 
 (6مثال)

f: إذا كان A A  حيث       1,2 , 1,2,3,4 , 1 1, 2 4A B f f    وكانت
     2: 1,2 , 1,2g g x x x    واضح أن
       

     

1 1 1 , 2 4 2

1,2

g f g f

f t g t t

f g

   

   

 
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 بعض خصائص صور مجموعات جزئية من النطاق

f:اذا كانت  نظرية: X Y 1دالة وكانت 2,X X X:فان 

   

     

     

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

( )

( )

( )

i X X f X f X

ii f X X f X f X

iii f X X f X f X

  





 

1نفرض أن  (i)البرهان:  2X X بما أن 

      

    

1 1

2 2

: ,

: ,

f X y Y y f x x X

y Y y f x x X f X

   

    
  

اذا    1 2 1 2X X f X f X    

 

 
(ii اولا نثبت أن )     1 2 1 2f X X f X f X 

   

   

       

     

     

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

,

, ,

y f X X x X X y f x

x X y f x x X y f x

f x f X f x f X

f x f X f X

f X X f X f X

     

     

   

 

 

 

 
نثبت أن :ثانيا      1 2 1 2f X f X f X X 

       

   

   

 

     

1 2 1 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

, ,

,

y f X f X y f X y f X

x X y f x x X y f x

x x X X y f x y f x

y f X X

f X f X f X X

     

      

      

 

 
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اذا نستنتج أن      1 2 1 2f X X f X f X. 
(iii)  

   

   

       

   

     

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2 1 2

,

, ,

y f X X x X X y f x

x X y f x x X y f x

y f x f X f x f X

y f X f X

f X X f X f X

     

     

    

 

 

  

  
  ممحوظة:

  (iii)التساوى فى الخاصية 
لا يتحقق عمى وجو العموم وكمثال عمى ذلك اذا كانت    

   

           

, , , , , ,Y 1,2,3,4,5,6 , : ,

1, 2, 1, 4, 4, 6

X a b c d e f f X Y

f a f b f c f d f e f f

  

     
  

 
 

X المجموعةمن      1 2, , , , ,X a b d X c d e    الجزئيتين  بأخذ المجموعتين
         1 2 1 24 , 1,4f X X f X f X   

     1 2 1 2f X X f X f X   

     

 تحصيل )تركيب( الدوال

YXf إذا كان لدينا دالة : معرفة من المجموعة X إلي المجموعة Y ودالة أخري 
ZYg : معرفة من المجموعة Y إلي المجموعة Z ،من  فإنو يمكن تعريف دالة تركيبية

ZXfg عمي النحو التالي ،Zإلي المجموعة X المجموعة : . 

    

 (7)شكل
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   ((7)شكل )                            
 
 
 
 

: إذا كان لدينا دالتين       , :f X Y g Z W    وكانت f X Z تحصيل  فان
f,الدالتين  g  يكون دالة أيضا وتكتبg f وتعرف كما يمى: 

    ( )f g x f g x x X    
 

 ممحوظة:
Yفى حالة  Z فان الشرط f X Z  يتحقق دائما وبذلك فانو لأى ثلاث مجموعات

, ,X Y Z ولأى دالتين: , :f X Y g Y Z  دائما تعريف الراسم يمكنg f  ونلاحظ
fأيضا أن الراسم  g  لا يكون معرفا الا اذا كان g Z X  وعندئذ فميس من الضرورى

fأن يكون  g g f 
 

 (6مثال)
)إذا كان  ) 2 3, :f x x f    ،2( ) 1 , :g x x g    أحسب

     xfgxgf  , 
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 الحل
       

 
      

  1012419124132

32)(

52322312

1

222

222

2









xxxxx

xgxfgxfg

xxx

xfxgfxgf





 

 (7مثال)
إذا كان  ( ) 3, : 3,f x x f     ،

2

4
( ) , :

2 5
g x g

x x
 

 
أحسب  

  g f x 
 الحل

 
      

  232

4

5323

4
3)(

2






xxxx

xgxfgxfg 

 
 (8مثال)
, تإذا كان :f g 

)2دالتين حيث   ) 3 1, ( ) 2 3,f x x x g x x     
أحسب ف            , , ,g f x f g x f f x g g x 

 الحل
 

          

        

        

          

2 2

2 2 2

2
2 2 2

4 3 2

( ) 2 3 2 3 3 2 3 1 4 6 1,

( ) 3 1 2 3 1 3 2 6 1,

( ) 2 3 2 2 3 3 4 9,

( ) 3 1 3 1 3 3 1 1

6 14 15 5

f g x f g x f x x x x x

g f x g f x g x x x x x x

g g x g g x g x x x

f f x f f x f x x x x x x

x x x x

          

          

       

          

    

 

 
:ذا كانت ا (:2)نظرية , :B C,h :C Df A B g    ثلاث دوال فان

   h g f h g f 
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 واضح أنالبرهان:    : , :h g f A D h g f A D تعريف تساوى دالتين  ومن
 يتبقى لاثبات التساوى أن نثبت أن :

       

       

   
    

   

h g f a h g f a a A

h g f a h g f a

h g f a

h g f a

h g f a

  

 







 

  
:ذا كانت الدالتان (: ا2 )نظرية , :B Cf A B g  فوقيين فان المحصمة  دالتين

  :g f A C.تكون دالة فوقية  أيضا 
 فمن تعريف الدالة الفوقية يكون: يةحيث أن كلا من الدالتين فوقالبرهان: 

    

       

,f A B g B C

g f A g f A g B C

 

   
  

لمدالة  اذا الدالة  Cتكون ىى المجال المقابل  Aأى أن صورة المجال  g f   تكون
 فوقية.

 
:ذا كانت الدالتان (: ا2 )نظرية , :B Cf A B g   دالتين أحاديتين فان المحصمة

  :g f A C.تكون دالة أحادية  أيضا 
 أحادية فمن تعريف الدالة الأحادية يكون:حيث أن كلا من الدالتين البرهان: 

 

       

           

   

1 2 1 2

1 2

1 2

,f a f b a b g c g d c d

g f a g f a g f a g f a

f a f a

a a

     

   

 

 

  

اذا  g f .دالة أحادية 
:ذا كانت الدالتان (: ا2 )نظرية , :B Cf A B g   دالتين تناظر أحادى فان المحصمة

  :g f A C.تكون دالة تناظر أحادى   أيضا 
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الدالة حيث أن البرهان:   :g f A C  أحادية وفوقية باستخدام النظريتين السابقتين اذا
  :g f A C  . يكون تناظر أحادى 

 
 

 يعرف كما يمى: Xالوحدة لممجموعة  دالة  :تعريف
 : ;X Xi X X i x x x X     

 
 
 

 ممحوظة:
دالة  من السيل اثبات أنو لأى   

,Y Xi f f f i f  يكون  :f X Y  
  
 

f:الدالة   :تعريف X Y  يقال أنيا قابمة للأنعكاس اذا وجدت دالةg :Y X  : بحيث
,X Yg f i f g i  وفى ىذه الحالة تسمى الدالةg  الدالة العكسية  لمدالةf   وتكتب

1g f  
  

 
 
 

f: الدالة(: 2 )نظرية A B .تكون قابمة للأنعكاس اذا واذا فقط كانت تناظر أحادى 
 البرهان:  

 أولا : نفرض أن الدالة  قابمة للأنعكاس وسنثبت أنيا تناظر أحادى:



- 118 - 

 

 
         

   

1 1

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

, ,

.

A A

x x A f x f x f f x f f x

i x i x

x x

     

 

 

 

دالة أحادية.  f  اذا 
 نريد أثبات أنيا فوقية كالتالى

 , ,y B x A y f x      
  1x f y نجد أن   x بحل المعادلة السابقة بالنسبة ل   

دالة فوقية. f  اذا 
قابمة للأنعكاس: وسنثبت أنياأولا : نفرض أن الدالة تناظر أحادى   

 

 

; ,

;g .

a A b B f a b

b B a A b a

    

    
 

ويكون:    g b a معرفة بحيث يكون :g B A وبالتالى تكون الدالة    
       

       

,A

B

g f a g f a g b a g f i

f g b f g b f a b f g i

    

    
 

قابمة للأنعكاس .  f اذا الدالة     
 

:ذا كانت الدالتان (: ا2 )نظرية , :B Cf A B g     دالتين قابمتين للأنعكاس فان الدالة
  :g f A C : تكون قابمة للأنعكاس أيضا ويكون 

1 1 1g f f g
  . 

  :g f A C  
البرهان:  

        

        

 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

,

.

.

B C

B A

g f f g g f f g g i g g g i

f g g f f g g f f i f f f i

g f f g

    

     

  

   

   

 
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 :Even and odd functionsالدوال الزوجية والفردية  -5

 
في دالة ما  xبـ  xعند استبدال كل      xf  فإنو يمكن تحديد نوع الدالة من حيث

 كونيا زوجية أم فردية أم لا زوجية ولا فردية طبقا لمتعريف التالي
                             الدالة الزوجية ىي التي تحقق الشرط   xfxf  
                             الدالة الفردية ىي التي تحقق الشرط   xfxf  
  الدالة لا زوجية ولا فردية عندما                            xfxfxf  

 ملاحظة:
 منحنى الدالة الزوجية يكون متماثلًا حول محور الصادات. -1
 منحنى الدالة الفردية يكون متماثلًا حول نقطة الأصل. -2
 (8مثال)

 فردية أم لا زوجية ولا فرديةأدرس نوع الدوال التالية من حيث كونيا زوجية أم 
42)(,3)(,3)( 232  xxxhxxxgxxf  

 الحل
 نجد أن xبـ  xنستبدل كل 

   xfxxxf  33)( 22  
)(3لذلك فإن الدالة  2  xxf .دالة زوجية 

       xgxxxxxxxg  333)( 333  
xxxgلذلك فإن الدالة  3)( 3  .دالة فردية 

      )(4242)( 22
xhxhxxxxxh   

)(42لذلك فإن الدالة  2  xxxh .دالة لا زوجية ولا فردية 
 (9مثال)

 أدرس نوع الدوال التالية من حيث كونيا زوجية أم فردية أم لا زوجية ولا فردية
22

32
4)(,

3

2
)(,

5
)( xxxh

xx
xg

x

x
xf 





 
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 الحل
 نجد أن xبـ  xنستبدل كل 

 
 xf

x

x

x

x
xf 











55
)(

22
 

لذلك فإن الدالة 
5

)(
2 


x

x
xf .دالة فردية 

   
 xg

xxxxxx
xg 










3

2

3

2

3

2
)(

333
 

لذلك فإن الدالة 
xx

xg
3

2
)(

3 
 .دالة فردية 

     xhxxxxxh  2222
44)(  

22لذلك فإن الدالة  4)( xxxh  .دالة زوجية 

 :Inverse function الدالة العكسية-5
العلاقة العكسية لدالة لا تكون دالة الا عندما تكون الدالة تناظر أحادى وفى ىذه 
الحالة فاننا نسمى العلاقة العكسية لمدالة  بالدالة العكسية وىو أيضا يكون تناظر 

 أحادى .
 ( 5تعريف)

YXfالدالة اذا كانت  :   1تناظر أحادى فان الدالة العكسية ليا ىى  دالةf   تكون
1أى أن  Yالى  Xدالة تناظر أحادى من  :f Y X   

 ملاحظات

YXf الدالةاذا كانت  -1 :   فان  تناظر أحادىدالة f X B وبالتالى
1 :f Y X   يحقق 1f Y X . 

YXf الدالةاذا كانت  -2 :   وكان   تناظر أحادىدالة,x X y Y    بحيث أن
 y f x  فان ىذا معناه ان 1x f y والعكس أى أن

   1x f y y f x  . 
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 (:4مثال)

اذا كانت الدالة  : 0f    معرفة كالتالى  2 1f x x x   فاثبت أن الدالة
f  1ليا دالة عكسيةf  . 

 الحل

حيث أن الدالة   2 1f x x x    تناظر أحادى )تم اثباتيا( اذا من التعريف نستنتج أن
1fليا دالة عكسية  fالدالة  . 

 

 (:4مثال)

f:اذا كانت الدالة    معرفة كالتالى  2f x x  بين ما اذا كانت  الدالةf  ليا
1fدالة عكسية   .أم لا 

 الحل

ليس  fالدالة وبالتالى ليست تناظر أحادى اذا  ) تم اثباتيا(حيث أن ىذه الدالة ليست فوقية
1fليا دالة عكسية   . 
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 خطوات تعين الدالة العكسية
 نتبع الخطوات التالية: xf)(لتعين الدالة العكسية لدالة 

 yبـ  xf)(استبدال  - أ
 xبـ  yواستبدال كل  yبـ  xاستبدال كل  - ب
 xكدالة في  yحل  - ج
1)(بـ  yاستبدال  - د xf  

 (13مثال)
 عين الدالة العكسية لكلا من الدوال التالية أن وجدت

3,
3

12
)()41,

1

2
)()3

82)()283)()1












x
x

x
xLx

x

x
xh

xxgxxf

 

 الحل
)(83لإيجاد الدالة العكسية لمدالة  (1  xxf نتبع الخطوات التالية 

y                                                83بـ  xf)(استبدال  -أ  xy  
x                         83بـ  yواستبدال كل  yبـ  xاستبدال كل  - ب  yx 
 xكدالة في  yحل  - ج

yx

yx





3

8

3

1

38

 

1)(بـ  yاستبدال  -د       xf  
                                     3

8

3

1
)(1  xxf 

)(82لإيجاد الدالة العكسية لمدالة  (2  xxg نتبع الخطوات التالية 
y                                            82بـ  xg)(استبدال  -أ  xy 

x                       82بـ  yواستبدال كل  yبـ  xاستبدال كل   - ب  yx 
 xكدالة في  yحل  - ج

4
2

1

82





xy

xy

 

1)(بـ  yاستبدال  -د       xg                                     4
2

1
)(1  xxg 
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,1لإيجاد الدالة العكسية لمدالة  (3
1

2
)( 


 x

x

x
xh نتبع الخطوات التالية 

                                                yبـ  xh)(استبدال  -أ
1

2




x

x
y 

                        xبـ  yواستبدال كل  yبـ  xاستبدال كل   - ب
1

2




y

y
x 

 xكدالة في  yحل  - ج
 

xxyy

xxyyxy





2

12

 

 

22

2











x

x

x

x
y

xxy

 

1)(بـ  yاستبدال  -د       xh                              2,
2

)(1 


 x
x

x
xh 

,3لإيجاد الدالة العكسية لمدالة  (4
3

12
)( 




 x

x

x
xL نتبع الخطوات التالية 

                                                yبـ  xL)(استبدال  -أ
3

12






x

x
y 

                       xبـ  yواستبدال كل  yبـ  xاستبدال كل   - ب
3

12






y

y
x 

 xكدالة في  yحل  - ج
 

 

x

x
y

xxy

xxyy

xxyyxy












2

13

132

132

3312

 

1)(بـ  yاستبدال  -د       xL                             2,
2

13
)(1 




 x

x

x
xL 

 (:4مثال)

اذا كانت  sin cosf x x x  فأوجد قيمة الدالة f x. 

 الحل
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3بأخذ 

4 4
x

 
   اذا الدالة  cos sin 2 cos

4
g x x x x

 
    

 
تكون تناظر  

3أحادى من 
,

4 4

  
 
 

,2الى   2 
 

وبالتالى تكون الدالة العكسية 

 1 1cos
4 2

t
g t

    وبالتالى  1cos
4 2

x
f x

    . 

  بعض خصائص الدالة العكسية
 

f:اذا كانت (: 1 )نظرية X Y  1دالة وكانتX X فان  1

1 1f f X X . 

1x  نفرض أن البرهان: X ا اذ 
   

  
1 1

1

1

x X f x f X

x f f X

  

   

اذا نستنتج أن   1

1 1X f f X. 
 

f:اذا كانت (: 2 )نظرية X Y  1دالة وكانتY Y فان  1

1 1f f Y Y . 

 البرهان: 
  نفرض أن  1

1y f f Y    اذا يوجد    1

1 ,x f Y y f x  
ىذا يؤدى الى   1y f x Y  اذا نستنتج أن  1

1 1f f Y Y  
 
f:اذا كانت (: 3 )نظرية  X Y  1دالة وكانت 2,Y Y Yفان 

     

     

    

1 1 1

1 2 1 2

1 1 1

1 2 1 2

1 1

( )

( )

( ) , 1,2
c

c

i i

i f Y Y f Y f Y

ii f Y Y f Y f Y

iii f Y f Y i

  

  

 





 

 

 
  البرهان:

(i) نفرض أن أن  سوف نثبت اولا       1 1 1

1 2 1 2f Y Y f Y f Y   ا اذ 
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   

   

   

   

     

1

1 2 1 2

1 2

1 1

1 2

1 1

1 2

1 1 1

1 2 1 2

,x f Y Y y Y Y y f x

f x Y f x Y

x f Y x f Y

x f Y f Y

f Y Y f Y f Y



 

 

  

     

   

   

 

 

 
 

ثانيا نثبت أن      1 1 1

1 2 1 2f Y f Y f Y Y  اذا 
       

   

 

 

     

1 1 1 1

1 2 1 2

1 2

1 2

1

1 2

1 1 1

1 2 1 2

x f Y f Y x f Y x f Y

f x Y f x Y

f x Y Y

x f Y Y

f Y f Y f Y Y

   



  

     

   

 

 

 

 

اذا نستنتج أن      1 1 1

1 2 1 2f Y f Y f Y Y  . 
(ii( بطريقة مشابيو لبرىان الفقرة )i( يمكن برىان الفقرة )ii) 
(iii سوف نثبت أولا أن)     1 1

c
c

i if Y f Y  

 
   

   

       

1

1

1 1 1 , 1,2

c c

i i

i i

c c
c

i i i

x f Y f x Y
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سية الدوال الأ

 تميةيواللوغار
Exponential and Logarithmic 

Functions 
 
  



 

  



 

 
أن شاء الله تعالي سوف نقوم بدراسة نوعين من الدوال اليامة والتي ليا تطبيقات عديدة 

سية والموغاريتمية. وسوف ندرس أيضا لأالدوال ا في جميع مجالات العموم المختمفة الي وىما 
وسوف نناقش العديد من المشاكل الرياضية التي يمكن خواص كل منيما والعلاقة بينيما.

 حميا باستخدام تممك الدالتين:

 :(Exponential Functions) سيةلأالدوال ا -1
 كالاتي سية لأفي البداية سوف نقوم بتعريف الدوال ا

 
  سيةلأتعريف الدالة ا

 تعرف بواسطة (  base)  الأساس سية ذات لأالدالة ا     
 ( )     

 عدد حقيقي.  ,        حيث      
 ملاحظات:

( ) لمدالة    من تعريف الدالة الاسية نجد أن الاساس  -1 أن يكون لابد      
 . (   )موجب 

 .    )لايساوي الواحد )الأساس لأي دالة أسية  -2
معرف لجميع القيم الحقيقية الموجبة    الأسسية نلاحظ أن لأامن تعريف الدالة  -3

وىذا يعني أن   .ℛوالسالبة ولذلك مجال الدالة الاسية ىو مجموعة الاعداد الحقيقية 
 وىذا سيل التعامل معو. فمثلا (rational number)إما عدد نسبي   

           
    ⁄  (√  

 
)
 

       
(    )    (√    

 
)     

   (1مثال)
( ) عين قيمة الدالة              عندما         

 الحل
( ) نجد أن                                                   ماعند        



 

(  ) نجد أن                                      ماعند  ( )   
 

  
 

 

  
 

( )                                              نجد أن           ماعند      
   (Graphs of Exponential Functions) سيةلأرسم الدوال ا -1/1

 :نتبع الخطوات التاليةسية لألرسم الدالة ا
ونكون   نقوم بإيجاد قيمة الدالة الاسية عند بعض القيم الخاصة لممتغير المستقل 

من وجود بعض القيم المميزة لمنحني  . ونتاكد  والمتغير التابع المستقل   جدول بين المتغير
  أو   الدالة كنقطة التقاطع مع محور 

أكبر من   وسوف نوضح من خلال المثالين الآتيين كيفية الرسم عندما يكون الأساس 
 المثالكما في   ,    العددين بين تقعقيم   وعندما يأخذ الأساس  (,2) المثالكما في   
(3) . 

 (:2مثال)
( ) أرسم الدالة           

 الحل
, كما في الجدول   المناظرة لكل قيمة من ىذه القيم لـ   ن قيم يوتعي  بأخذ بعض القيم لـ 

(1.) 
                
           ⁄    ⁄     ( )=    

 (1)جدول 
 (1كما في الشكل ) ,وبتحديد ىذه النقاط عمي الرسم ثم نصل بينيم بواسطة منحنى يمر بيم



 

  
 (1شكل )

( ) سية  لأمن الشكل الدالة ا    . 
  عند النقطة   المنحني يقطع محور(   ). 
 الدالة تقترب  ( فإن    )ىذا يعني أن  من سالب ما لانياية   تقترب عندما

( )  من الصفر   . 
 .المنحنى يكون أممس, متزايد, متصل 
 (:3مثال)

( ) أرسم الدالة       (
 

 
)

 

  
 الحل

, كما في الجدول   المناظرة لكل قيمة من ىذه القيم لـ   ن قيم يوتعي  بأخذ بعض القيم لـ 
(2). 

                 
  ⁄    ⁄              ( )= (  ⁄ )  

 (2جدول )
 (2وبتحديد ىذه النقاط عمي الرسم ثم نصل بينيم بواسطة منحنى يمر بيم, كما في الشكل )



 

 
 (2شكل )

( ) سية لأالدالة ا لشكلنلاحظ الخواص الآتية  ( )الشكل من   (
 

 
)

 

. 
  عند النقطة   المنحني يقطع محور(   ). 
 الدالة تقترب من  ( فإن   )ىذا يعني أن  من ما لانياية   تقترب عندما

( )  الصفر   . 
 .المنحنى يكون أممس, متناقص, متصل 

 سية.لأالأساسية لمدوال ا من المثالين السابقين سوف نستنتج بعض الخواص

 :سيةلأبعض الخواص الأساسية لمدوال ا -1/2
( ) سية المعرفة عمي الصورة لأالدالة ا ليا الخواص         , حيث     
 الآتية:
  سية لأا ولذلك مجال الدالة    من رسم الدالة الاسية نجد انيا معرفة لجميع قيم -1

)أي أن مجال تعريفيا  the set of real numbersىو مجموعة الأعداد الحقيقية 
  .) 



 

 المدىوىي قيم موجبة ولذلك    من خلال رسم الدالة الاسية وجدنا ان جميع قيم  -2
 the set of positive realىو مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة   سية لألمدالة ا

numbers, 
 .one-to-oneدالة أحادية    سيةلأا الدالة -3
 (   )عند النقطة   يكون أممس ومتصل, ويقطع محور   سية لأمنحنى الدالة ا -4

 .(   )ويمر بالنقطة 
  لمحور   تكون دالة تزايدية ويتقارب شكل الدالة    , فإن    إذا كانت  -5

( ) فإن     السالب. )وىذا يعنى أن إذا كانت  , بينما إذا كانت   
( ) فإن          .) 

لمحور   تكون دالة تناقصية ويتقارب شكل الدالة    , فإن      إذا كانت  -6
( ) فإن      الموجب. )وىذا يعنى أن إذا كانت    , بينما إذا   

( ) فإن     كانت     .) 
 (:4مثال)

( ) أرسم الدالة               (
 

 
)

 

  
 الحل

  نلاحظ أن الأساس 
 

 
سية لأنستنتج أن الدالة ا, ومن الخواص السابقة    أي أن  

  الموجب, ويقطع المنحنى محور   لمحور   تكون دالة تناقصية ويتقارب شكل الدالة   
  )ويمر بالنقطة  (   )عند النقطة 

 

 
  ين قيم يوتع  . وبأخذ بعض القيم الإضافية لـ (

 (.(3)نحصل عمي )أنظر جدول   المناظرة لكل قيمة من ىذه القيم لـ 
 

                 
     ⁄      ⁄     ⁄    ⁄     ⁄      ⁄     ( )= (  ⁄ )  

 (3)جدول 
 (.4كما في الشكل ) ,وبتحديد ىذه النقاط عمي الرسم ثم نصل بينيم بواسطة منحنى يمر بيم



 

 
 (3شكل )

 :(Natural Exponential Function)سية الطبيعية لأالدالة ا -1/3
عدد غير نسبى يستخدم   الحرف  حيث               إذا كان الأساس 

أو اضمحلال )نقصان(  growth )تزايد(  كثيراً في التطبيقات التي تحتوى عمي حالات نمو
decay أويمرإلي عالم الرياضيات السويسري   . ويرجع الفضل لاختيار الحرف Euler  .
 عمي الصورة    ويعرف 

     
   

(  
 

 
)

 

 
 (.   )أي عندما  ما لانياية إلي  عندما تزداد 

ىو    . فمثلا العدد  سية كما نعمم ىو أي عدد حقيقي موجب خلاف لأأساس الدالة ا
يكون غالبا ىو الأساس الأفضل   أساس مناسب يستخدم في بعض الحالات, ولكن العدد 

سية لأالة اتسمي بالد  سية ذات الأساس لأاستخداماً في تطبيقات الحياة الحقيقية. والدالة ا
 .Natural exponential functionسية الطبيعية لأبالدالة اأو   ذات الأساس الطبيعي 

 (Definition of the Natural Exponential Function) سية الطبيعيةلأتعريف الدالة ا

 , تسمي الدالة المعرفة عمي الصورة الآتية لكل عدد حقيقي 
 ( )     

 .The natural exponential functionسية الطبيعية لأبالدالة ا
 . فعمي سبيل المثال, لقيم معينة لـ    ويمكنا استخدام الآلة الحاسبة لتعيين 

                                                       



 

( ) ولرسم الدالة   المستقل لممتغير, نتبع الخطوات السابقة وذلك بأخذ بعض القيم    
 (4)المناظرة  كما في الجدول  ( ) ين قيم يوتع  

              
                   ( )=    

 (4)جدول 
,    وبتحديد ىذه النقاط عمي الرسم ثم نصل بينيم بواسطة منحنى أممس يمر بيم. ولأن 

في الجانب الأيسر.   فإن شكل الدالة سوف يكون تزايدي, ويتقارب شكل الدالة إلي محور 
 (.5كما في الشكل ) ,(   )عند النقطة   ويقطع محور 

 
 (5شكل )

 
 من الخواص اليامة لمدالة الاسية 

 
 )                   (        )              

2)        
 

   

 )            

 )       
 
   √   

   ( √ 
 

)
 

 

 )          (   ) 

 )      
  

  
   (   ) 



 

 

 )     (  )   (  )      

( )         (   )  

( )     
  

  
  (

 

 
)

 

 

 
  

 (:5مثال)
( )  عين مجال ومدي الدالة         

 الحل
. حيت أن جميع صور الدالة  ℝىو مجموعة الاعداد الحقيقية    ( ) مجال الدالة الاسية 

ولذلك مدي الدالة ىو  6وقيمتيا يساوي     ليذة الدالة عندما موجبة واقل قيمة  ( ) 
 .(    الفترة 
 (:6مثال)

( )  عين مجال ومدي الدالة         
 الحل

. حيت أن جميع صور الدالة  ℝىو مجموعة الاعداد الحقيقية    ( ) مجال الدالة الاسية 
ولذلك مدي الدالة ىو  3وقيمتيا يساوي     موجبة واقل قيمة ليذة الدالة عندما  ( ) 
 .(    الفترة 
 (7مثال)

        أوجد حل المعادلة       
 الحل

        حيث      فإن        سوف نستخدم القاعدة الآتية: إذا كان 
 لحل المعادلة

         
         
      
          

 (8مثال)



 

    أوجد حل المعادلة       
 

   
 

 الحل
       

 

   
 

(  )  
 

  
      

            
           
         

  

 
 

 
   : (Logarithmic Functions)تميةيالدوال الموغار  -2

( ) سية التي عمي الصورة لأنحن نعمم أن من خواص الدالة ا أنيا دالة أحادية     
السابق أنو لإيجاد المعكوس لدالة ممثمة  الفصلوبالتالي يكون ليا دالة عكسية. وكما نعمم من 

بمعادلة فإننا نستبدل المتغيرات ليذه المعادلة ثم نحميا بالنسبة لممتغير التابع. وبإجراء ىذه 
( ) سية لأالعممية بالنسبة لمدالة ا  , نحصل عمي   

 ( )     
         
         

. لذلك  بالنسبو للأس      المعادلة وىذه الطريقة السابقة لا يمكن استخداميا لحل 
  عمي أنيا تساوي الأس لـ   نحتاج إلي تطوير عممية جديدة. أحد ىذه الطرق ىو كتابة 

  ىذه الطريقة غير مختصرة لذلك نحن بحاجة إلي تعبير مضغوط لتمثيل و .  بحيث تنتج 
وط سوف يعطي من خلال . ىذا التعبير المضغ بحيث تنتج   عمي أنيا تساوي الأس لـ 

 التعريف التالي.
 تميةيتعريف الموغاريتم والدالة الموغار 

(Definition of a Logarithm and a Logarithmic Function) 

 , فإن(   )ثابت موجب بحيث   ,     إذا كانت  
        إذا وفقط إذا                   

   لـ   يقرأ لوغاريتم الأساس       التعبير 
the logarithm (or    ) base   of    

( ) الدالة المعرفة عمي الصورة   ذات الأساس  الدالة الموغاريتميةتسمى        



 

( ) سية لأ. وىذه الدالة ىي الدالة العكسية لمدالة ا     . 
     

سية لأالعلاقة اليامة الآتية والتي يطمق عمييا تحصيل الدوال ا سوف نتعرف عمي
 والموغاريتمية.

 
 سية والموغاريتمية  لأتحصيل الدوال ا

(Composition of Logarithmic and Exponential Functions)    

( ) بفرض أن       , ( )  , فإن           بحيث        
 ( ( ))                  and        ( ( ))           

( ) بفرض أن  ومثال عمي ىذه العلاقة, ( ) والدالة       . فإن      
 ( ( ))                       ( ( ))                 

وسنوضح من خلال التعريف والأمثمة التالية كيفية تحويل المعادلة من الشكل الأسي إلي 
 الشكل الموغاريتمي والعكس.

 سي والشكل الموغاريتمى لأتعريف الشكل ا
  

يكون             الموغارتمية لـممعادلة   (Exponential Form) سيلأالشكل ا -1
     . 

يكون         الاسية   لـممعادلة  (Logarithmic Form)الشكل الموغاريتمي 
       . 

   (9مثال)
 سيأكتب كل معادلة مما يأتي عمي الشكل الأ

  (   )      )ب(                                      ( أ)
         )د(                                       ( ج)

 الحل
 .         إذا وفقط إذا           سوف نستخدم التعريف 

                كانإذا وفقط إذا                         ( أ)
             كانإذا وفقط إذا         (   )       ( ب)



 

 .                    كانإذا وفقط إذا                       )ج(       
 .                   كان إذا وفقط إذا                    )د(         

   (10مثال)
 أكتب كل معادلة مما يأتي عمي الشكل الموغاريتمي

            )ب(                                                     ( أ)
         )د(                                                     )ج(      

 الحل
 .        يكون        الشكل الموغاريتمي لممعادلة 

                     كانإذا وفقط إذا                    ( أ)
                   كان إذا وفقط إذا                    ( ب)

                   كان إذا وفقط إذا                  )ج(      
                        كان إذا وفقط إذا                )د(       

من تعريف الموغاريتم وتعريف الدالة العكسية يمكنا أن نستنتج العديد من خواص الموغاريتم 
 والتي نوجزىا كما يمي

 (Basic Logarithmic Properties)  الخواص الأساسية لموغاريتم
1-           
2-           
4-           
5-             
 

   (11مثال)
 باستخدام الخواص الأساسية لموغاريتم عين كل من الموغاريتمات الآتية 

             )ب(                                                   ( أ)
 )    )ج(  

       )د(                                               ( 
     )ىـ(  

 

    
       )و(                                           

 الحل
 .       , نستنتج أن    من الخاصية  ( أ)



 

 .       , نستنتج أن    من الخاصية  ( ب)
 )    , نستنتج أن     من الخاصية    )ج(      

 )   . 
 .        , نستنتج أن      من الخاصية      د( )    
     , نستنتج أن      من الخاصية     )ىـ(     

 

    
      (    )    . 

 .               , نستنتج أن    من الخاصية     )و(     
 
   Graphs of Logarithmic Functionsةغاريتميمورسم الدوال ال -2/1

( ) الدالة   نحن نعمم أن ( ) ىي الدالة العكسية لمدالة             ,
.     عبر الخط   يكون عبارة عن الأنعكاس لشكل الدالة   فإن شكل الدالة وبالتالي 

 التالي (6) كما يتضح من الشكل

  
 (6شكل )

  (12مثال)
( ) أرسم الدالة         

 الحل
( ) لرسم الدالة   التاليةنتبع الخطوات فإننا سوف        

( )   الدالة نرسم منحني  أولا      . 
                   
          ⁄    ⁄    ⁄   ( )     

 (5)جدول 



 

 (. 7كما في الشكل) ,وبتحديد ىذه النقاط عمي الرسم ثم نصل بينيم بواسطة منحنى يمر بيم
( )  نرسم الدالة  ثانياً  فإن شكل   وحيث أنيا تمثل الدالة العكسية لمدالة        

( 7. )أنظر الشكل )   عبر الخط   يكون عبارة عن الأنعكاس لشكل الدالة   الدالة 
 أيضا(. 

 
 (7شكل )

تكون نقطة عمي  (   ) فإن  الدالة  منحنيأي نقطة عمي  (   )لاحظ أن إذا كانت 
أنظر  ,(5, وبالتالي يمكنا تكوين الجدول الآتي بكل سيولة من الجدول) الدالة منحني 
 (.6جدول )

          ⁄    ⁄    ⁄    
                  ( )        

 (6)جدول 

 :بعض الخواص الأساسية لمدوال الموغاريتمية -2/2
( ) الدالة الموغاريتمية المعرفة عمي الصورة  ليا         , حيث       

 الخواص الآتية:
مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة. والمدى لمدالة  ىو  مجال الدالة الموغاريتمية  -1

 (. ىو مجموعة الأعداد الحقيقية )أي أن مدي الدالة ىو   الموغاريتمية 



 

ويمر بالنقطة  (   )عند النقطة   يقطع محور   منحنى الدالة الموغاريتمية  -2
(   ).  

  لمحور   تكون دالة تزايدية ويتقارب شكل الدالة    , فإن    إذا كانت  -3
( ) فإن     السالب. )وىذا يعنى أن إذا كانت  , بينما إذا كانت   

( ) من اليمين فإن         .) 
لمحور   تكون دالة تناقصية ويتقارب شكل الدالة    , فإن      إذا كانت  -4

( ) فإن     الموجب. )وىذا يعنى أن إذا كانت    , بينما إذا    
( ) من اليمين فإن     كانت    .) 

 

 (Domain of Logarithmic Function)مجال الدالة الموغاريتمية   -2/3

( ) نحن نعمم من خواص الدالة الموغاريتمية أن مجال الدالة الموغاريتمية         
 ىو مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة. 

  (13مثال)
 الآتية:الموغاريتمية  والأوجد المجال لكل من الد

( )  ( أ) ( ) )ب(                   (   )           (   ) 
( ) )ج(             ( ) ( ) )د(                             |   | 
( ) )ىـ(             |   | 

 الحل
( ) لإيجاد المجال لمدالة  ( أ) لابد أن ما لداخل الموغارتم  (   )     

(   )كمية موجبة ولذلك  نحصل   وبحل ىذه المتباينة بالنسبة لـ    
ىو جميع الأعداد الحقيقية التي    . وبالتالي يكون مجال الدالة    عمي 

 .(    ). وبمفيوم الفترات يكون المجال عمي الصورة   أكبر من 
(   )بوضع  ( ب) .    نحصل عمي   وبحل ىذه المتباينة بالنسبة لـ    

.  و جميع الأعداد الحقيقية التي أكبر من ى   وبالتالي يكون مجال الدالة
 .(   )وبمفيوم الفترات يكون المجال عمي الصورة 



 

( ) مجال الدالة    )ج(            ( ) جميع الأعداد الحقيقية التي ىو    
 .(   )وبمفيوم الفترات يكون المجال عمي الصورة         تحقق

        
( ) مجال الدالة )د(         ىو مجموعة حل المتباينة |   |     

|   |    
           وبالتالي يكون مجال.     والتي يتكون من جميع الأعداد الحقيقية ما عدا          

. وبمفيوم الفترات يكون المجال عمي    ىو جميع الأعداد الحقيقية بحيث      الدالة
(    )  الصورة   (   ). 

 
( ) مجال الدالة )ىـ(        حل المتباينةمجموعة  ىو  |   |     

|   |    
   التالي يكون مجالب     والتي يتكون من جميع الأعداد الحقيقية ما عدا           

  الفترات يكون المجال عمي  وبمفيوم   .    الحقيقية حيث   ىو كل الأعداد         
(     )    الصورة            (    ). 

 
 ةالمشتركة والطبيعيالموغاريتمات الدوال  -2/4

 Common and Natural Logarithms 
الطبيعية ذات الأساس  الموغاريتماتالدوال  و   الموغاريتمات المشتركة ذات الأساس  الدوال

 الأشير والأكثر استخداماً.  
 

 تعريف الموغاريتمات المشتركة والطبيعية
 (Definition of Common and Natural Logarithms) 
( )  الدالة المعرفة عمي الصورة   دالة الموغاريتم المشتركةيطمق عمييا          

Common logarithms function،  وعادة تكتب عمي الصورة ( ) . أي أن      
  يكتب بدون كتابة الأساس.الموغاريتم 

( )  الدالة المعرفة عمي الصورة   الطبيعيةدالة الموغاريتم يطمق عمييا         
Natural logarithms function،  وعادة تكتب عمي الصورة ( )      . 



 

 (Properties of Logarithms)خواص الموغاريتمات   -2/5
 من الخواص اليامة لمدوال الموغارتمية 

 فإن (   )جميعيا أعداد حقيقية موجبة بحيث       إذا كانت 
     (  )              
     (

 

 
)                  

     (  )          
                       

 
 
 

 (14مثال)
أستخدم خواص الموغاريتمات لكتابة التعبيرات الآتية بشكل موسع, مع فرض أن جميع 

 المتغيرات تكون أعداد حقيقية موجبة ثم عين التعبيرات الآتية إن أمكن 
)     ( أ)

  

 
 (   )    )ب(                                  (

√)    )ج(       
 

 

 
)  )د(                                      (

 √ 

  
) 

 الحل
)                                    ( أ)

  

 
)                    

 )                                   ( ب)
    )        

        
   

                                          

√))                                          )ج(        
 

 

 
))      ((

 

 
)
   

) 

                   

 
    (

 

 
)  

 

 
 (           ) 

)  )د(                                                 
 √ 

  
)    ( √ )               

                     √               
                        ⁄       

         
 

 
         



 

يمكنا أن نستخدم خواص الموغاريتمات لعمل تكثيف لمتعبيرات التي تحتوي عمي  نالاحظ أن
يمكنا              جمع وطرح الموغاريتمات لنحصل عمي لوغاريتم واحد, فمثلا 

ر الأساس ينعرف طريقة كيفية تغي. الآن سوف [       أعادة كتابتيا عمي الصورة  
 حيث تمكنا ىذه الطريقة من استخدام الموغاريتمات لأي أساس والحصول عمي نفس النتائج.

  
  (Change- of-Base Formula)  صيغة تغير الأساس

 فإن        جميعيا أعداد حقيقية موجبة بحيث       إذا كانت 

      
     

     
 

     )الأساس  إذا كانولأن معظم الآلات الحاسبة تستخدم فقط الموغاريتم المشتركة )أي 
ير يلذلك غالبا ما نستخدم صيغة التغ    )الأساس  إذا كانأو الموغاريتم الطبيعي )أي 

 :الآتية
 فإن    أعداد حقيقية موجبة بحيث     إذا كانت   

      
    

    
 

   

   
 

 
 ( 15مثال)

 أوجد قيمة الموغاريتمات الآتية
          )ب(                                                ( أ)

 الحل
                                               ( أ)

     

   
         

                                                ( ب)
     

   
        

   :والموغاريتميةسية لأالمعادلات ا -3
(Exponential and Logarithmic Equations) 

سية والموغاريتمية من خلال بعض لأسوف نقدم في ىذا الجزء كيفية حل المعادلات ا
 الأمثمة.
 (16مثال)



 

       أوجد حل المعادلة       
 الحل

سوف نأخذ لوغاريتم لذلك   لا يمكن كتابتو عمي صورة قوى لمعدد     حيث أن العدد 
 لممعادلة 11للاساس  لطرفينا

            
   (  )         
                
  

      

    
       

 :ويمكن أيضا حل المثال بأخد الموغارتم للاساس الطبيعي كما يمي
  (  )        
              
  

     

   
       

 (17مثال)
(    )   أوجد حل المعادلة           

 الحل
   (    )    
                   
                     
                  

 

 
 

 (18مثال)
    (    )   أوجد حل المعادلة       

 الحل
   (    )    
    (    )    
     (    )    
                    
                       
                  

   

 
    

 
 (19مثال)



 

(   )   أوجد حل المعادلة           (   )    
 الحل

   (   )     (   )                
                      

   

(   )
   

                          

   
    

                                    
                                

                              
  

 
 

 
 (20مثال)

(    )    أوجد حل المعادلة           
 الحل

    (    )    
                   
                       
                  

 

 
   

 (21مثال)
    (    )    أوجد حل المعادلة       

 الحل
    (    )    
     (    )    
      (    )    
                   
                        
                  

  

 
 

 

 
 



 

 تمارين
 . سية الآتية عند قيم عين الدوال الأ 6إلي  1في مجموعة التمارين من 

     ( )                                             ( )                      
     ( )                                           ( )                     
     ( )  (

 

 
)

 

                                 ( )  (
 

 
)

 

           
 وعين مجال ومدي الدالة الآتية سيةالأأرسم الدوال  10إلي  7في مجموعة التمارين من 

     ( )                                                        ( )      
     ( )  (

 

 
)

 

                                              ( )  (
 

 
)

 

 
 :سيالأأكتب كل معادلة مما يأتي عمي الشكل  18إلي  11في مجموعة التمارين من 

                                                                         
                                                                         
                                                                          
           (    )                                             

 

  
    

 أكتب كل معادلة مما يأتي عمي الشكل لموغاريتمي: 26إلي  19في مجموعة التمارين من 
                                                                        

 

   
 

                                                                           
                                                                              
                                                                 

 أرسم الدوال الموغاريتمية الآتية: 30إلي  27في مجموعة التمارين من 
      ( )                                                      ( )        
      ( )       ⁄                                              ( )       ⁄   

 أوجد نطاق دوال الموغاريتمية الآتية: 36إلي  31مارين من في مجموعة الت
      ( )      (    )                                   ( )      ( 

   ) 
      ( )      |   |                                       ( )      |   | 
      ( )      ( )                                        ( )    (   ) 

 أوجد حل المعادلات الآتية: 46إلي  37في مجموعة التمارين من 
                                                                          
        

 

   
                                                           

        (    )                                                (   )    



 

                                                                       
         (     )                                          (     )    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


