
 د. هادية طهماز ثالثة إحصاء رياضي    سنة   نظرية الخدمات 

 
1 

 

الرابعةالمحاضرة  

 إحصاء رياضي- الثالثةالسنة 

 نظرية الخدمات 
 



 د. هادية طهماز ثالثة إحصاء رياضي    سنة   نظرية الخدمات 

 
2 

 

 نماذج أنظمة الخدمة:
 :𝑴/𝑴 /𝟏النظام   -1

قاً لتوزيع أسيييي                 نا نظام خدمة يحتوي على جهاز تخديم واحد يخدم وف ليكن لدي

سيط   شكل طابور     )أو الزبائن( الطلبيات، وبفرض μبالو صل إلى هذا النظام لها  التي ت

، عندئذ يكون لدينا : ونفترض أن حجم هذا الصييغ  مح ودو  λبواسييون  بوسيييط 

 ، يمكننا أن نمثل هذا النظام بالشكل التال : ∞/𝑀/𝑀 /1نظام الخدمة 

 

 يتصغ هذا النظام بما يل :

 .FIFOقاعدة الخدمة  -1

λوصييوا الزبائن إلى النظام بشييكل عشييوائ  بمبدا قابر مقدار     -2 > 0 

 خلاا واحدة الزمن.

μزمن خدمة الزبائن يتم بمبدا قابر مقدار   -3 >  خلاا واحدة الزمن. 0

 وصوا أي زبون مستقل عن وصوا الزبون الآخر. -4
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 زمن خدمة أي زبون مستقل عن زمن خدمة زبون آخر. -5

λالنظام يتصيييغ باقسيييتقرار أي أن   -6 < μ  أي أن عد  الزبائن الذين ،

 يصلون إلى النظام أصغر تبايناً من عد  الزبائن الذين تتم خدمتهم.

سب   tزبون في النظام خلاا اللحظة  nقحتماا وجو   𝑃𝑛(𝑡)لنرمز ليييييي  ولنح

𝑃𝑛(𝑡 + ∆𝑡)    وهو احتماا وجوn    زبون في النظام خلاا اللحظة𝑡 + ∆𝑡 

 وذلك باقعتما  على الأحداث المتنافية التالية:

𝐴1   يمثييل حييدث وجوn-1  زبون عنييد اللحظييةt ، وخلاا الفترة الزمنييية

(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡] : يدخل زبون واحد وق يخرج أي زبون، وبالتال 

𝑝(𝐴1) = λ∆𝑡(1 − μ∆𝑡 )𝑃𝑛−1(𝑡) + 𝑂(∆𝑡) 

= λ𝑃𝑛−1(𝑡). ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡)    

𝐴2   يمثييل حييدث وجوn+1  زبون عنييد اللحظييةt ، وخلاا الفترة الزمنييية

(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡] : ق يدخل أي زبون ويخرج زبون واحد، وبالتال 

𝑝(𝐴2) = (1 − λ∆𝑡 )(μ∆𝑡)𝑃𝑛+1(𝑡) + 𝑂(∆𝑡) 
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= μ𝑃𝑛+1(𝑡). ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡)    

𝐴3    يمثييل حييدث وجوn   زبون عنييد اللحظييةt ، وخلاا الفترة الزمنييية

(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡] : ق يدخل أي زبون وق يخرج أي زبون، وبالتال 

𝑝(𝐴3) = (1 − λ∆𝑡 )(1 − μ∆𝑡)𝑃𝑛(𝑡) + 𝑂(∆𝑡) 

= 𝑃𝑛(𝑡) − (μ + λ)𝑃𝑛(𝑡). ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡)    

𝐴4    يمثييل حييدث وجوn   زبون عنييد اللحظييةt ، وخلاا الفترة الزمنييية

(𝑡, 𝑡 + ∆𝑡]  يدخلm  زبون ويخرجm : زبون، وبالتال 

𝑝(𝐴4) = (λ∆𝑡 )𝑚(μ∆𝑡)𝑚𝑃𝑛(𝑡) + 𝑂(∆𝑡) 

= 𝑂(∆𝑡)    
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⟹ 𝑃𝑛(𝑡 + ∆𝑡) = (𝐴1 ∪ 𝐴2 ∪ 𝐴3 ∪ 𝐴4)

= P(𝐴1) + P(𝐴2) + P(𝐴3) + P(𝐴4) =

= λ𝑃𝑛−1(𝑡). ∆𝑡 + μ𝑃𝑛+1(𝑡). ∆𝑡 + 𝑃𝑛(𝑡)

− (μ + λ)𝑃𝑛(𝑡). ∆𝑡 + 𝑂(∆𝑡)    

⟹
𝑃𝑛(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑃𝑛(𝑡)

∆𝑡

= λ𝑃𝑛−1(𝑡) + μ𝑃𝑛+1(𝑡) − (μ + λ)𝑃𝑛(𝑡)

+
𝑂(∆𝑡)

∆𝑡
 

𝑡∆بأخذ نهاية الطرفين عندما  →  نجد أن: 0

𝑃�́�(𝑡) = λ𝑃𝑛−1(𝑡) + μ𝑃𝑛+1(𝑡) − (μ + λ)𝑃𝑛(𝑡) ; 𝑛

≥ 1 

P(𝐴1)حدث مسيييتحيل أي  𝐴1فإن  n=0أما من أجل  = وأما بالنسيييبة لي  0

𝐴3  يكونμ =  )ق توجد عملية مغا رة( وبالتال : 0
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𝑃0́(𝑡) = μ𝑃1(𝑡) − λ𝑃0(𝑡)  

𝑃�́�(𝑡) = λ𝑃𝑛−1(𝑡) + μ𝑃𝑛+1(𝑡) − (μ + λ)𝑃𝑛(𝑡) ; 𝑛

≥ 1 

𝑃𝑛(𝑡)حتى يكون النظام مسييتقر  ب أن يكون  = 𝑃𝑛  أي أن𝑃𝑛(𝑡)  مسييتقلة

𝑃�́�(𝑡)عن الزمن وبالتال   =  أي: 0

𝑃0́ = μ𝑃1 − λ𝑃0 = 0  

𝑃�́� = λ𝑃𝑛−1 + μ𝑃𝑛+1 − (μ + λ)𝑃𝑛 = 0 ; 𝑛 ≥ 1 

هذ  ا        حل  با قت الأخمحة بمبا قت التوازن ويمكن  يدة     تدعى الم عد با قت بطرق  لم

 :منها التراجع

𝑛لدينا من أجل  = 0: 

μ𝑃1 − λ𝑃0 = 0 ⟹  μ𝑃1 = λ𝑃0 ⟹ 𝑃1 =
λ

μ
𝑃0

= 𝜌𝑃0 ;  𝜌 =
λ

μ
< 1  
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𝑛ومن أجل  =  لدينا: 1

 μ𝑃2 = (λ + μ)𝑃1 − λ𝑃0 = λ𝑃1 + λ𝑃0 − λ𝑃0 = λ𝑃1

⟹ 𝑃2 = 𝜌𝑃1 = 𝜌2𝑃0  

 يكون: nوهكذا من أجل 

μ𝑃𝑛 = λ𝑃𝑛−1 ⟹ 𝑃𝑛 = 𝜌𝑃𝑛−1 = 𝜌𝑛𝑃0 

 لدينا:

∑ 𝑃𝑛

∞

𝑛=0

= 1 ⟹ ∑ 𝜌𝑛𝑃0

∞

𝑛=0

= 1 ⟹ 𝑃0 ∑ 𝜌𝑛

∞

𝑛=0

= 1 

𝜌وحتى يكون النظام مستقر  ب أن يكون  =
λ

μ
< وبالتال  السلسلة الهندسية  1

متقاربة ومجموعها 
1

1−𝜌
 وبالتال : 

𝑃0 (
1

1 − 𝜌
 ) = 1 ⟹ 𝑃0 = 1 − 𝜌 
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 متغمح عشوائ  يمثل عد  الزبائن في النظام فإن: Yالآن نفترض أن 

𝑃𝑛 = 𝑃(𝑌 = 𝑛) = (1 − 𝜌)𝜌𝑛; 𝑛 = 0,1,2, … 

 .𝜌له التوزيع الهندس  بالوسيط  Yأي 

⟹ 𝑃𝑛 = (1 − 𝜌)𝜌𝑛
 


